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本 书 是 顺应 高 等 师范 院 校 数 学 教育 专业 几何 课程 改革 和 中 学 数学 课程 改革 的 要 求 编写 而 成 。 全 书 分 
为 三 个 部 分 ,其 中 第 一 部 分 使 学 生 了 解 几何 学 发 展 简 史 和 非 欧 几何 的 几 种 经 典 模型 ; 第 二 部 分 主要 讲解 欧 
氏 几 何 与 二 次 曲线 的 度量 性 质 及 分 类 , 仿 射 坐标 系 、 仿 射 平面 与 仿 射 变换 ,从 仿 射 平面 到 射影 平面 ,射影 举 
标 系 、 射 影 平面 与 射影 变换 ,二 次 曲线 的 性 质 与 分 类 ,使 学 生理 解 和 掌握 仿 射 几何 和 射影 几何 的 基本 内 容 ; 
第 三 部 分 主要 介绍 “大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ”的 指导 意义 以 及 “大 学 几何 ”方法 在 “中 学 几何 ”中 的 应 用 ,让 
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本 书 既 可 作为 高 等 师范 院 校 本 科 数 学 教育 专业 的 几何 教材 ,也 可 供 在 职 中 学 数学 教师 作为 参考 读本 。 
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高 等 师范 院 校 数学 教育 专业 开设 的 重要 基础 课程 之 中 ,几何 课程 主要 有 “解析 几何 ”、 
“高 等 几何 ”“ 微 分 几何 ”等 。 大 多 数学 校 的 “高 等 几何 ”课本 以 射影 几何 为 主要 内 容 ,并 由 仿 
射 几何 作为 过 渡 , 也 有 少数 简单 介绍 了 几何 基础 的 内 容 。 但 也 有 学 校 只 有 “解析 几何 ”是 必 
修 课 程 ,“ 高 等 几何 ”“ 微 分 几何 ” 均 作 为 选修 课 。 这 主要 是 由 于 新 课程 的 增加 (如 : 信息 类 、 
思想 教育 类 、 新 的 实用 技术 类 等 ) 与 总 课程 的 压缩 ,使 传统 几何 课程 的 教学 学 时 不 得 不 大 大 
缩减 ; 但 另 一 方面 ,中 学 数学 对 几何 内 容 的 要 求 并 没有 降低 。 由 此 可 以 看 出 高 等 师范 数学 
教育 的 课程 设置 已 经 滞后 于 中 学 数学 教育 。 

随 着 中 学 课程 改革 进程 的 不 断 深 入 ,培养 准 教师 的 高 等 师范 教育 改革 被 推 到 了 非 改 不 
可 的 境地 。 高 等 师范 数学 课程 改革 中 ,几何 课程 内 容 与 教学 的 改革 又 是 历来 数学 教育 改革 
的 热点 及 争议 较 大 的 问题 。 本 书 一 一 《几何 学 概论 》 正 是 顺应 这 个 潮流 进行 高 等 师范 数学 教 
育 专 业 几 何 课程 改革 的 结果 。 同 时 ,该 书 也 是 教育 部 高 等 学 校 特色 专业 建设 点 项 目 一 一 数 
学 与 应 用 数学 一 一 教材 建设 的 成 果 之 一 。 

为 了 满足 中 学 数学 课程 改革 对 几何 课程 的 要 求 , 我 校 将 几何 发 展 史 、 几 何 基础 与 射影 几 
何等 内 容 有 机 结合 而 设立 了 “几何 学 概论 ”这 门 课程 ,为 了 配合 教学 ,特地 编写 了 《几何 学 概 
论 ) 一 书 。 其 目的 是 使 学 生 通过 对 该 课程 的 学 习 , 能 较 全 面 地 了 解 几何 学 的 发 展 概况 .不 同 
几何 分 支 的 研究 方法 ,理解 不 同 几 何 学 的 基本 观点 及 思想 方法 ,并 用 较 高 的 观点 去 分 析 和 处 
理 中 学 几何 的 问题 。 

本 书 的 宗旨 是 借助 介绍 历史 学 习 几 何 ,通过 讨论 变换 来 研究 几何 ; 运用 “大 学 几何 ” 指 
导 “ 中 学 几何 ”。 

本 书 分 三 个 部 分 共 9 章 : 

第 一 部 分 (第 1,2 章 ) 为 几何 学 发 展 概述 ,主要 介绍 几何 学 发 展 简 史 和 非 欧 几何 的 几 种 
经 典 模型 。 学 习 该 部 分 的 目的 是 使 学 生 对 几何 学 的 发 展 有 一 个 较为 完整 的 和 全 面 的 认识 ， 
了 解 几 何 学 的 常用 分 支 以 及 研究 方法 。 

第 二 部 分 (第 3 一 7 章 ) 是 欧 氏 几何 、 仿 射 几何 与 射影 几何 ,主要 介绍 射影 几何 和 仿 射 几 


何 的 基础 知识 .基本 理论 和 基本 方法 ,希望 帮助 学 生发 展 几 何 空间 概念 。 我 们 还 将 解析 几何 
中 二 次 曲线 的 一 般 理 论 与 仿 射 几 何 、 射 影 几 何 放 在 一 起 ,试图 通过 对 二 次 曲线 的 度量 、 仿 射 
与 射影 分 类 及 性 质 的 对 比 ,使 学 生 明确 欧 氏 几何 、 仿 射 几 何 与 射影 几何 之 间 的 内 在 联系 和 根 
本 区 别 , 更 好 地 理解 变换 群 与 几何 学 的 关系 ,为 进一步 学 好 现代 数学 打 好 基础 ,同时 也 为 中 
学 数学 教师 的 几何 教学 提供 更 多 的 方法 。 

第 三 部 分 (第 8,9 章 ) 是 “大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ”, 主 要 介绍 “大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ” 
的 指导 意义 ,以 及 “大 学 几何 ”方法 在 “中 学 几何 ”中 的 应 用 。 目 的 在 于 引导 学 生 用 较 高 的 观 
点 理解 “中 学 几何 ”教材 ,用 不 同 的 方法 解决 初等 几何 间 题 ,从 而 培养 他 们 的 能 力 。 这 部 分 内 
容 学 生 完 全 可 以 自学 。 

本 教材 由 罗 和 森 、 严 虹 和 廖 义 琴 编写 ,具体 分 工 为 ; 教材 的 第 1,2 章 由 严 虹 执笔 ; 第 3 一 7 
章 由 罗 系 执笔 ; 第 8,9 章 由 座 义 琴 执 笔 。 由 罗 森 统 稿 。 

使 用 本 教材 时 ,我 们 有 如 下 建议 : 如 果 在 解析 几何 中 已 经 讲授 了 二 次 曲线 的 一 般 理论 ， 
则 可 跳 过 这 部 分 内 容 , 选 讲 其 他 内 容 。 

本 书 的 取材 力求 精练 ,突出 主干 ,深入 浅 出 ,简明 易 懂 。 在 阐述 历史 时 ,充分 尊重 历史 事 
实 , 对 一 些 内容 作 简明 的 历史 知识 介绍 ,另外 ,对 于 重要 的 历史 人 物 以 阅读 材料 的 形式 加 以 
补充 和 充实 。 . 

在 本 书 编写 过 程 中 ,多 次 得 到 贵州 师范 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 全 国 高 校 教学 名 师 
项 昭 教授 和 贵州 师范 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 院 长 游 泰 杰 教授 的 关心 ,支持 ,帮助 和 指 
导 , 提 出 了 很 多 宝贵 意见 和 建议 。 我 们 对 项 昭 教授 和 游 泰 杰 教 授 严谨 的 学 风 和 认真 的 工作 
态度 表示 钦佩 ,并 对 他 们 为 本 书 付出 的 辛勤 劳动 表示 衷心 的 感谢 ! 还 要 感谢 清华 大 学 出 版 
社 的 领导 和 有 关 同 志 的 大 力 支 持 和 辛勤 劳动 ,使 得 本 书 能 顺利 出 版 。 

由 于 时 间 仓 促 , 加 之 水 平 有 限 , 不 足 与 错误 在 所 难免 。 恳 请 各 位 同行 及 广大 读者 提出 宝 
贵 意见 , 以便 改 正 。 

本 书 既 可 作为 高 等 院 校 本 科 数 学 教育 专业 的 几何 教材 ,也 可 供 在 职 中 学 数学 教师 作为 
参考 读本 。 


编 者 
2010 年 12 月 


第 一 部 分 ”几何 学 发 展 概述 


第 1 章 几何 学 发 展 简 史 ……… 


1 


欧 几 里 得 与 (原本 》.………… 


1.1 《原本 》 产 生 的 历史 背景 …………… 


1.2 《原本 》 的 结构 与 内 容 ……… 
1.3 《原本 》 的 优 全 点 ote 
1.4 《原本 》 对 我 国 数学 的 影响 ……… 
解析 几何 的 诞生 … 


2.1.1 a 

2.1.2 费 马 的 主要 工作 ……………… 
2.2 解析 几何 的 发 展 ……………… 
2.3 解析 几何 的 重要 性 ………… 


3.1 射影 几何 的 由 来 … 
3.2 射影 几何 的 发 展 ……… 


3.3 平面 射影 几何 公理 体系 I 训 和 汪 剖 束 让 避 癌 而 全 二 二 让 让 丰 衣 人 人生 二 症 玫 晤 吉 训 全 全 
非 欧 几 何 的 产生 与 非 欧 几 何 公 理 体系 ……………… i 
4.1 非 欧 几何 的 产生 背景 ees 


4.2” 非 欧 几 何 的 形成 …: 


4.3“ 非 欧 几何 的 发 展 与 确认 ………… 


5 几何 学 的 统一 与 公理 化 思想 ………… 
5.1 几何 学 的 统一 
5.2 几 种 几何 学 的 比较 ……… 
5.3 公理 化 思想 方法 ……………… 

6 几何 学 的 近 现 代 发 展 简介 .pp 
6 从 此 柯 下 有 下 生 生 各 的 全 全 设 抽 0 
6.2 拓扑 学 ……… ee ed 


第 2 章 ” 非 欧 几 何 的 几 种 典型 模型 ………… 


1 锐角 假设 与 罗氏 几何 …… 9 
1.1 锐角 假设 与 双 曲 几何 - NO aa 
1.2 双 曲 几何 的 代表 一 一 罗氏 几何 简介 ……………. 
1.3 真理 性 讨论 . Se 

2 钝 角 假 设 与 球面 几何 … 

2.1 钝 角 假 设 与 椭圆 几何 …… te 

2.2 椭圆 几何 的 代表 一 一 球面 几何 简介 …………… 
2.2.1 球面 上 的 基本 图 形 训 to 
2.2.2 球面 三 角形 …… a 

3 ” 非 欧 几何 的 实现 模型 
3.1 克 莱 因 模型 . 

3.2 庞 加 莱 模 型 ， 
练习 2 … es de 


第 二 部 分 “ 欧 氏 几何 、 仿 射 几何 与 射影 几何 


第 3 章 欧 氏 几何 与 二 次 曲线 的 度量 性 质 及 分 类 … 


1 直角 坐标 系 、 欧 氏 平面 .变换 群 与 等 距 变 换 …… 
1.1 直角 坐标 系 与 欧 氏 平面 pp 
1.2 变换 群 . 
1.2.1 映射 与 变换 的 定义 … 


1.2.2 二 维 平面 上 的 点 变换 及 其 代数 表达 式 … i 


1.2.3 ”映射 的 乘积 与 逆 … 


+ 32 
:32 
‘36 
“oo 40 
"oe 40 
， 41 
»» 42 


。… 43 


:» 43 
"uos 44 
47 
«oo 7 
“0 47 
47 
*»» 49 
"» 52 
“oo 52 
"oo bA 
:» 56 


59 


nou. 59 
ee BO 
“os 60 
… 60 
:60 
i 05 


1.2.5 变换 群 的 概念 … Ba a a ed nd ed 

1.3.1 ea 

2 a i 68 
2.1 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 的 定义 及 基本 概念 ee 68 
2.2 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 . 9 
2.3 天方 向 .中心 泊 玉 ee 机 
2.3.1 二 次 曲线 的 渐 近 方向 … de a i 0 

2.3.2 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 站 RN 7 

2.4 二 次 曲线 的 切线 ， 3 
2.6 Ee 09 

3 ”利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 ……………………… 83 
3.1 平面 直角 坐标 变换 . di 9 
3.2 ”利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 er 


第 4 章 仿 射 坐标 系 、 仿 射 平面 与 仿 射 变换 …… 人 i 97 


1 仿 射 坐标 系 与 仿 射 平面 97 
2 仿 射 变换 的 相关 问题 pe ]01 
2.2 关于 仿 射 变换 的 确定 及 其 重要 定理 ppNRNNpNp 5 103 
2.3 仿 射 平面 上 直线 的 几 个 常用 结论 105 


从 仿 射 平面 到 射影 平面 


1 扩大 的 仿 射 平面 .…………… 


1.1 中 心 射 影 和 无 穷 远 元 素 … 


1.2 射影 直线 和 射影 平面 以 及 它们 的 性 质 间 Ne 


1.3 射影 平面 的 拓扑 模型 … 
1.4 图 形 的 射影 性 质 … 


章光 仿 射 从 标 - 


2.1 点 的 齐 次 仿 射 坐标 


2.2 ”直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 … 


2.3” 齐 次 仿 射 线 付 标 … 
德 萨 格 定理 与 平面 对 偶 原 理 pp 
3.1 德 萨 格 定理 … 
3.2 平面 上 的 对 偶 原 理 …… 
交 比 与 调和 共 胃 pp 

4.1 点 列 中 四 点 的 交 比 … 


第 6 章 射影 坐标 系 与 射影 变换 ppp oo 
1 身影 秆 标 科 生生 全 和 全 


1.1 直线 上 的 射影 坐标 系 … 
1.2 平面 上 的 射影 坐标 系 … 
射影 变换 . 
2.1 透视 对 应 及 其 相关 概念 … 
2.1.1 点 列 与 线 东 的 透视 对 应 ee 
2.1.2 点 列 与 线 东 的 射影 对 应 ………………… 
2.2 射影 变换 … 3 a 
2. 2.1 一 维 射影 变换 、 


2. 2.2 一 维 射影 变换 有 一 种 特殊 情况 一 一 对 合 .ppp 


2. 2.3 二 维 射影 变换 ， a 
射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 帕 普 斯 定理 … 


3.1 OD 


4.2 ”线束 中 4 条 直线 的 交 比 … en a 
练习 5… 区 ee 


3.2 二 维 射 影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 ……………… 
3.3 帕 普 斯 定理 … 5 ee 
变换 群 与 几何 学 的 关系 - 

4.1 平面 上 的 几 个 重要 变换 群 … 

4.2 欧 氏 几何 与 欧 氏 群 … 

4.3 克 莱 因 变换 群 观点 简介 … We 
4.4 射影 几何 、 仿 射 几何 和 欧 氏 几何 间 的 比较 ……… 


练习 6，… 


第 7 章 


1 


4 


二 次 曲线 的 性 质 与 分 类 ………………… 


三次 出 并 的 计 影 性 席 让 pi nono 
二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 定义 


二 次 曲线 的 射影 定义 ………… Sa 
二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 的 关系 ………………… 


1 
1 
1. 
1 
1.5 二 次 曲线 的 极点 与 极 线 …………… 
1 


i 


2.1 二 阶 曲线 的 奇异 点 cession 


,2.2 二 次 曲线 的 射影 分 类 … 


二 次 曲线 的 仿 射 性 质 . : 
3.1 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 的 相关 位 置 … 
3.2 二 次 曲线 的 中 心 … 


3.3 二 次 曲线 的 直径 与 共 斩 直径 和 


3.4 en 


练习 7 .… 


第 8 章 


1 


第 三 部 分 “大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ” 


“大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ”的 指导 意义 


中 学 几何 的 研究 内 容 及 方法 


1.1 几何 学 的 研究 对 象 及 分 类 
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几何 学 发 展 阐 史 


几何 学 是 数学 中 最 古老 的 一 门 学 科 。 最 初 的 几何 知识 是 从 人 们 对 形 的 直觉 中 萌发 出 来 
的 。 史 前 人 大 概 首 先是 从 自然 界 本 身 提取 几何 形式 ,并 且 在 器 四 制作 、 建 筑 设计 及 绘画 装饰 
中 加 以 再 现 。 图 1-1 所 示 图 片 显示 了 早期 人 类 的 几何 兴趣 ,不 止 是 对 圆 、 三 角形 、 正 方形 等 
一 系列 几何 形状 的 认识 ,而 且 还 有 对 全 等 .相似 、 对 称 等 几何 性 质 的 运用 。 


古 埃及 时 期 陶器 西安 半 坡 陶器 
图 1-1 


根据 古 希腊 学 者 希 罗 多 德 的 研究 ,几何 学 起 源 于 古 埃 及 尼罗河 泛滥 后 为 整修 土地 而 产 
生 的 测量 法 , 它 的 外 国语 名 称 geometry 就 是 由 geo( 土 地 ) 与 metry( 测 量 ) 组 成 的 。 古 埃及 
有 专门 人 员 负 责 测量 事务 ,这 些 人 被 称 为 “ 司 绳 ”。 古 代 印 度 几 何 学 的 起 源 则 与 宗教 实践 密 
切 相 关 , 公 元 前 8 世纪 至 公元 前 5 世纪 形成 的 所 谓 “ 绳 法 经 ”, 就 是 关于 祭坛 与 寺庙 建造 中 的 
几何 问题 及 求解 法 则 的 记载 。 中 国 最 早 的 数学 经 典 《 周 体 算 经 事实 上 是 一 部 讨论 西周 初 年 
天 文 测量 中 所 用 数学 方法 的 著作 ,其 中 第 一 章 叙 述 了 西周 开国 时 期 ( 约 公元 前 1000 年 ) 周 公 


i 


姬 旦 同 商 高 的 问答 ,讨论 用 矩 测 量 的 方法 ,得 出 了 著名 的 勾 股 定理 ,并举 出 了 “ 勾 三 、 股 四 、 弦 
五 ?的 例子 。 

古 希 腊 数 学 家 泰勒 斯 曾经 利用 两 三 角形 的 等 同性 质 , 做 了 间接 的 测量 工作 ; 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 则 以 勾 股 定理 等 著名 。 在 埃及 产生 的 几何 学 传 到 希腊 ,然后 逐步 发 展 起 来 而 变 为 理 
论 的 数学 。 哲 学 家 柏拉图 (公元 前 429 年 一 前 348 年 ) 对 几何 学 做 了 深奥 的 探讨 ,确立 起 今 
天 几何 学 中 的 定义 .公设 .公理 .定理 等 概念 ,而 且 树 立 了 哲学 与 数学 中 的 分 析 法 与 综合 法 的 
概念 。 此 外 ,梅内 克 继 斯 ( 约 公元 前 340 年 ) 已 经 有 了 圆锥 曲线 的 概念 。 


1 欧 几 里 得 与 (4 原本 》 


1.1 《原本 ) 产 生 的 历史 背景 


欧 几 里 得 的 《原本 》? 是 一 部 划时代 的 著作 。 其 伟大 的 历史 意义 在 于 它 是 用 公理 法 建立 
起 演绎 体系 的 最 早 典 范 。 它 的 出 现 不 是 偶然 的 ,在 它 之 前 ,已 有 许多 希腊 学 者 做 了 大 量 的 前 
驱 工 作 。 从 泰勒 斯 算 起 ,已 有 三 百 多 年 的 历史 。 泰 勤 斯 是 希腊 第 一 个 哲学 学 派 一 一 伊 奥 尼 
亚 学 派 的 创建 者 。 他 力图 摆脱 宗教 ,从 自然 现象 去 寻找 真理 ,对 一 切 科 学 问题 不 仅 回答 “ 怎 
么 样 ?” 还 要 回答 “为 什么 这 样 ?” 他 对 数学 的 最 大 贡献 是 开始 了 命题 的 证 明 , 为 建立 几何 的 演 
绎 体系 迈 出 了 可 贵 的 第 一 步 。 

接着 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 , 用 数 来 解释 一 切 , 将 数学 从 具体 的 事物 中 抽象 出 来 ,建立 自己 
的 理论 体系 。 他 们 发 现 了 勾 股 定理 ,不 可 通 约 量 ,并 知道 五 种 正 多 面体 的 存在 ,这 些 后 来 都 
成 为 《原本 ;的 重要 内 容 。 这 个 学 派 的 另 一 特点 是 将 算术 和 几何 紧密 联系 起 来 ,为 4 原本 }》 中 
算术 几何 化 提供 了 线索 。 

希 波 战争 以 后 ,雅典 成 为 人 文 其 萃 的 中 心 。 雅 典 的 巧 辩 学 派 提出 几何 作 图 的 三 大 问题 ， 
中 三 等 分 角 ; @ 倍 立方 体 一 求 作 一 立方 体 , 使 其 体积 等 于 已 知 立方 体 体 积 的 两 倍 ; 图 化 
圆 为 方 一 一 求 作 一 正方 形 , 使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 。 问 题 的 难处 是 作 图 只 许 用 直 尺 (没有 刻 
度 , 只 能 画 直 线 的 太 ) 和 圆规 。 希 腊 人 的 兴趣 并 不 在 于 图 形 的 实际 作出 ,而 是 在 尺 规 的 限制 
下 从 理论 上 去 解决 这 些 问题 。 这 是 几何 学 从 实际 应 用 向 演绎 体系 靠拢 的 又 一 步 。 作 图 只 能 
用 尺 规 的 限制 最 先是 伊 诺 皮 迪 斯 提出 的 ,后 来 《4 原本》 用 公设 的 形式 规定 下 来 ,于 是 成 为 希腊 
几何 的 金 科 玉 律 。 

巧 辩 学 派 的 安 提 丰 为 了 解决 化 圆 为 方 问题 ,提出 颇 有 价值 的 “穷竭 法 ”, 孕 育 着 近代 极限 
论 的 思想 。 后 来 经 过 欧 多 克 斯 的 改进 ,使 其 严格 化 ,成 为 4 原本 》 中 的 重要 证 明 方法 。 埃 利 亚 


@ “原本 ”的 希腊 文 原意 是 指 一 学 科 中 具有 广泛 应 用 的 最 重要 的 定理 。1606 年 ,中 国学 者 徐光启 与 意大利 传教 士 
利 玛 赛 合作 完成 了 欧 几 里 得 的 4 原本》 前 6 卷 的 中 文 翻译 ,并 于 翌年 正式 刊刻 出 版 ,定名 《几何 原本 》， 中 文 数学 名 词 “ 几 
何 ” 由 此 而 来 。 清 代 李 善 兰 与 传教 士 伟 烈 亚 力 合 译 后 面部 分 成 中 文 , 于 1856 年 完成 。 


学 派 的 芝 诺 提出 四 个 著名 的 悖 论 ,迫使 哲学 家 和 数学 家 深入 思考 无 穷 的 问题 。 无 穷 历 来 是 
争论 的 焦点 ,在 《原本 中 , 欧 几 里 得 实际 上 是 回避 了 这 一 矛盾 。 例 如 第 9 卷 20 命题 说 :“ 素 
数 的 个 数 比 任意 给 定 的 素数 都 多 。” 而 不 用 我 们 现在 更 简单 的 说 法 : 素数 无 穷 多 。 只 说 直线 
是 可 任意 延长 而 不 是 无 限 长 。 


原子 论 学 派 的 德 议 克 利 特 用 原子 法 得 到 的 结论 ， 锥 体 体积 是 同 底 等 高 柱 体 的 二, 后 来 


也 是 《原本 》 中 的 重要 命题 。 

柏拉图 学 派 的 思想 对 欧 几 里 得 无 疑 产 生 过 深刻 的 影响 , 欧 几 里 得 早年 大 概 就 是 这 个 学 
派 的 成 员 。 柏 拉 图 非常 重视 数学 ,特别 强调 数学 在 训练 智力 方面 的 作用 ,而 忽视 其 实用 价 
值 。 他 主动 通过 几何 的 学 习 培 养 逻辑 思维 能 力 , 因 而 几何 能 给 人 以 强烈 的 直观 印象 ,将 抽象 
的 逻辑 规律 体现 在 具体 的 图 形 之 中 。 这 个 学 派 的 重要 人 物 欧 多 克 斯 创立 了 比例 论 , 用 公理 
法 建立 理论 ,使 得 比例 也 适用 于 不 可 通 约 量 。《 原 本 ;第 5 卷 比 例 论 大 部 分 采 自 欧 多 克 斯 的 
工作 。 

柏拉图 的 门徒 亚 里 土 多 德 是 形式 逻辑 的 奠基 者 ,他 的 逻辑 思想 为 日 后 将 几何 整理 在 严 
密 的 体系 之 中 创造 了 必要 的 条 件 。 

到 公元 前 4 世纪 ,希腊 几何 学 已 经 积累 了 大 量 的 知识 ,逻辑 理论 也 渐 至 成 熟 ,由 来 已 久 
的 公理 化 思想 更 是 大 势 所 趋 。 这 时 ,形成 一 个 严密 的 几何 结构 已 是 “ 山 雨 欲 来 风 满 楼 ”了 。 

建筑 师 没 有 创造 木石 砖 瓦 ,但 利用 现 有 的 材料 来 建成 大 厦 也 是 一 项 不 平凡 的 创造 。 公 
理 的 选择 ,定义 的 给 出 ,内 容 的 编排 ,方法 的 运用 以 及 命题 的 严格 证 明 ,都 需要 有 高 度 的 智慧 
并 要 付出 巨大 的 劳动 。 从 事 这 宏伟 工程 的 并 不 是 个 别 的 学 者 ,在 欧 几 里 得 之 前 已 有 好 几 个 
数学 家 做 过 这 种 综合 整理 工作 。 其 中 有 希 波 克 拉 底 、 勒 俄 . 修 迪 奥 斯 等。 但 经 得 起 历史 风霜 
考验 的 ,只 有 了 欧 几 里 得 的 4 原本 》。 在 漫长 的 历史 岁月 里 , 它 历经 沧桑 而 没有 被 淘汰 ,表明 它 
有 顽强 的 生命 力 。 


1.2 《原本 》 的 结构 与 内 容 


欧 几 里 得 (活动 于 约 公 元 前 300 年 ) ,十 希腊 数学 家 。 以 其 所 著 的 《原本 ) 闻 名 于 世 。 关 
于 他 的 生平 ,现在 知道 的 很 少 。 早 年 大 概 就 学 于 雅典 , 深 知 柏拉图 的 学 说 。 公 元 前 300 年 左 
右 ,在 托 勒 密 王 (公元 前 364 年 一 前 283 年 ) 的 邀请 下 ,来 到 亚历山大 ,长 期 在 那里 工作 。 他 
是 一 位 温和 良 敦 厚 的 教育 家 ,对 有 志 数 学 之 士 ,总 是 循循善诱 。 但 反对 不 肯 刻 苦 钻 研 .投机 取 
巧 的 作风 ,也 反对 狭隘 实用 观点 。 

据 普罗 克 洛 斯 记载 , 托 勤 密 王 曾经 问 欧 几 里 得 ,除了 他 的 4 原 本》 之 外 ,还 有 没有 其 他 学 
习 几 何 的 捷径 。 欧 几 里 得 回答 说 :“ 在 几何 里 ,没有 专 为 国王 铺设 的 大 道 .” 这 句 话 后 来 成 为 
传诵 千古 的 学 习 艇 言 。 斯 托 贝 乌 斯 记载 了 另 一 则 故事 ,说 一 个 学 生 才 开始 学 第 一 个 命题 ,就 
问 欧 几 里 得 学 了 几何 学 之 后 将 得 到 些 什 么 。 欧 几 里 得 说 : 给 他 三 个 钱币 ,因为 他 想 在 学 习 


中 获得 实 利 。 

欧 几 里 得 将 公元 前 7 世纪 以 来 希腊 几何 积累 起 来 的 丰富 成 果 整 理 在 严密 的 逻辑 系统 之 
中 ,使 几何 学 成 为 一 门 独立 的 、 演 绎 的 科学 。 除 了 《原本 ) 之 外 ,他 还 有 不 少 著作 ,可 惜 大 都 失 
传 .《 已 知 数 }? 是 除 《4 原本 ) 之 外 唯一 保存 下 来 的 他 的 希腊 文 纯粹 几何 著作 ,体例 和 《原本 》 前 
6 卷 相近 ,包括 94 个 命题 ,指出 若 图 形 中 某 些 元 素 已 知 , 则 另外 一 些 元 素 也 可 以 确定 。《 图 
形 的 分 割 } 现 存 拉丁 文本 和 阿拉 伯 文 本 ,论述 用 直线 将 已 知 图 形 分 为 相等 的 部 分 或 成 比例 的 
部 分 。《 光 学 3》 是 早期 几何 光学 著作 之 一 ,研究 透视 问题 ,叙述 光 的 人 射 角 等 于 反射 角 , 认 为 
视觉 是 眼睛 发 出 光线 到 达 物 体 的 结果 。 还 有 一 些 著作 未 能 确定 是 否 属 于 欧 几 里 得 ,而 且 已 
经 散失 。 

为 了 纪念 欧 儿 里 得 这 位 为 人 类 的 数学 事业 作出 巨大 贡献 的 学 者 ,许多 数学 名 词 都 以 欧 
几 里 得 的 名 字 命 名 ,如 欧 几 里 得 几何 、 欧 几 里 得 空间 、 欧 几 里 得 公理 、 欧 几 里 得 距离 . 欧 几 里 
得 复 形 . 欧 几 里 得 联络 、 欧 几 里 得 算法 、 欧 几 里 得 型 欧 几 里 得 多 面体 . 欧 几 里 得 单纯 复 形 等 。 
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希腊 文化 以 柏拉图 学 派 的 时 代为 顶峰 ,以 后 逐渐 衰落 ,而 埃及 的 亚历山大 学 派 则 渐渐 繁 
荣 起 来 , 它 长 时 间 成 了 文化 的 中 心 。 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 把 至 希腊 时 代为 止 所 得 到 的 数 
学 知识 集 其 大 成 , 编 成 13 卷 的 (原本 》, 这 就 是 直到 今天 仍 广泛 地 作为 几何 学 的 教科 书 使 用 
下 来 的 欧 几 里 得 几何 学 (简称 欧 氏 几何 )。 

《原本 》 是 一 部 划时代 的 著作 ,是 最 早 用 公理 法 建立 起 演绎 数学 体系 的 典范 。 古 希腊 数 
学 的 基本 精神 ,是 从 少数 的 几 个 原始 假定 (定义 .公设 @. 公 理 ) 出 发 ,通过 逻辑 推理 ,得 到 一 
系列 命题 。 这 种 精神 ,充分 体现 在 欧 几 里 得 的 4 原本 》 中 。 公 元 前 7 世纪 以 来 ,希腊 几何 学 已 


@ 欧 几 里 得 在 这 里 采用 了 亚 里 士 多 德 对 公理 和 公设 的 区 分 。 亚 里 士 多 德 深入 研究 了 作为 数学 推理 的 出 发 点 的 基 
本 原理 ,并 将 它们 区 分 为 公理 和 公设 。 他 认为 公理 是 一 切 科学 公有 的 真理 ; 而 公设 则 是 为 某 一 门 科学 所 接受 的 第 一 性 
原理 。 


积累 了 相当 丰富 的 知识 ,在 欧 几 里 得 以 前 ,已 有 和 希 波 克 拉 底 (公元 前 5 世纪 下 半 叶 ) 、 修 迪奥 
斯 (公元 前 4 世纪 ) 等 学 者 做 过 综合 整理 工作 , 想 将 这 些 零散 的 材料 组 织 在 严密 的 逻辑 系统 之 
中 ,但 都 没有 成 功 。 当 欧 几 里 得 集 前 人 之 大 成 的 《4 原本》 出 现 的 时 候 , 这 些 工作 都 洒 没 无 闻 了 。 

在 印刷 本 出 现 之 前 ,《 原 本》 的 各 种 文字 的 手 抄本 已 流传 了 1700 多 年 ,以 后 又 以 印刷 本 
的 形式 出 了 1000 多 版 。 从 来 没有 一 本 科学 书籍 像 《 原 本 》 那 样 长 期 成 为 广大 学 子 传诵 的 读 
物 。 上 古 希 腊 的 海伦 . 帕 普 斯 、 辛 普 利 休 斯 等 人 都 做 过 注释 。 亚 历 山大 的 赛 癸 提出 一 个 修订 
本 ,对 正文 作 了 校勘 和 补充 。 这 个 本 子 成 为 后 来 所 有 流行 的 希腊 文本 和 译本 的 蓝本 ,一 直到 
19 世纪 初 , 才 在 梵蒂冈 发 现 早 于 赛 癸 的 希腊 文 手 抄本 。 

《原本 ) 全 书 共 分 13 卷 9, 包 括 有 5 条 公理 .5 条 公设 、119 个 定义 和 465 条 命题 。 以 下 简 
要 介绍 《原本 》 的 内 容 。 第 1 卷首 先 给 出 23 个 定义 。 如 “点 是 没有 部 分 的 ”,“ 线 有 长 无 宽 ”， 
等 等 。 还 有 平面 .直角 垂直、 锐角 、 钝 角 、 圆 直径、 等 腰 三 角形 .等 边 三 角形 .菱形 .平行 线 等 
定义 。 接 着 是 5 个 公设 ,前 4 个 很 简单 ， 

公设 1 任 两 点 可 连 一 线 ; 

公设 2 直线 可 任意 延长 ; 

公设 3 以 任何 中 心 .任何 半径 可 作 一 圆 ; 

公设 4 凡 直角 都 相等 。 

第 5 个 就 是 著名 的 欧 几 里 得 第 五 公设 :“ 如 果 一 -直线 和 两 直线 相交 ,所 构成 的 同 旁 内 角 
和 小 于 两 直角 ,那么 ,把 这 两 直线 延长 ,它们 一 定 在 那 两 内 角 和 小 于 两 直角 的 一 全 相交 。” 这 
公设 比 其 他 四 个 复杂 得 多 ,而且 并 不 那么 显而易见 ,因此 引起 长 达 2000 多 年 的 争论 ,最 后 导 
致 非 欧 几 里 得 几何 学 的 产生 。 

公设 之 后 是 5 个 公理 ; 

公理 1 等 于 同 量 的 量 披 此 相等 ; 

公理 2 ”等 量 加 等 量 , 和 相等 ; 

公理 3 等 量 减 等 量 , 差 相 等 ， 

公理 4 彼此 重合 的 图 形 是 全 等 的 ，; 


公理 5 整体 大 于 部 分 。 C 
近代 数学 不 区 分 公设 与 公理 ,凡是 基本 假定 都 叫 公 理 。 
《原本 》 后 面 各 卷 不 再 列 出 其 他 公理 。 这 一 卷 在 公理 之 后 给 出 


48 个 命题 ,包括 三 角形 的 角 与 边 、 垂 线 . 平 行 线 .平行 四 边 形 等 
命题 。 下 面 给 出 其 中 的 几 个 命题 。 
命题 1 在 给 定 线段 上 作 一 等 边 三 角形 。 
证 明 是 简单 的 (如 图 1-4 所 示 )。 以 A 为 中 心 以 AB 为 半 1-4 


中 ” 欧 几 里 得 的 原著 只 有 13 着 ,14,15 卷 是 后 人 添加 上 去 的 。 一 般 认为 第 14 卷 出 自 普 西 克 勒 斯 之 手 , 而 15 卷 是 6 
世纪 时 达 马 斯 基 乌 斯 所 著 。 


第 高 an 人 总 八 民 区 由 
径 作 圆 。 以 如 为 中 心 以 4B 为 半径 作 圆 。 设 C 是 一 个 交点 ,4BC 便 是 所 求 的 三 角形 。 

命题 2 过 一 已 知 点 (作为 一 个 端点 ) 作 一 直线 段 使 之 等 于 一 已 给 直线 段 。 

命题 4 车 两 个 三 角形 的 两 边 和 夹 角 对 应 相等 ,它们 就 全 等 。 

证 法 是 把 一 个 三 角形 放 到 另 一 个 三 角形 上 ,指明 它们 必须 重合 。 

命题 5 ”等 腰 三 角形 两 底 角 相 等 。 

书 中 证 法 比 目 前 许多 中 学 课本 中 的 好 (如 图 1-5 所 示 ), 因 后 者 在 这 一 阶段 就 假定 了 角 
和 A 存在 角 平 分 线 。 把 AB 延长 到 下 ,把 AC 延长 到 G, 使 BF=CG。 于 是 和 作 AFC 入 AGB， 
因而 FC=GB, 人 ACF= 二 人 ABG, 人 FAG。 现 有 八 CBF 纺 和信 BCG, 由 此 推 得 人 CBG 一 
LBCF, 所 以 LABC= /ACB, 

第 47 命题 就 是 有 名 的 勾 股 定理 :“ 在 直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 ( 以 斜 边 为 边 的 正方 
形 的 面积 ) 等 于 直角 边 上 的 两 个 正方 形 的 面积 之 和 ”。 它 的 证 明 是 用 面积 来 做 的 ,如 图 1-6 
所 示 ,首先 证 明 A4BDS2AFBC, 推 得 矩形 BL 的 面积 = 正方 形 GB 的 面积 。 同 理 推 得 矩形 
CL 的 面积 = 正方 形 AK 的 面积 。 


图 1-5 1-6 


第 2 卷 包括 14 个 命题 ,用 几何 的 语言 叙述 代数 的 恒等式 。 

第 3 卷 有 37 个 命题 ,讨论 圆 . 疏 .切线 .圆周 角 、 内 接 四 边 形 及 与 加 有 关 的 图 形 。 

第 4 卷 有 16 个 命题 ,包括 圆 内 接 与 外 切 三 角形 .正方 形 的 研究 , 圆 内 接 正 多 边 形 (5 边 、 
6 边 .15 边 ) 的 作 图 。 

第 5 卷 是 比例 论 ,是 以 欧 多 克 斯 的 工作 为 基础 的 。 后 世 的 评论 家 认为 这 是 4 原本》 的 最 
高 成 就 ,因为 它 在 当时 的 认识 水 平 上 消除 了 由 不 可 公 度 量 引 起 的 数学 危机 。 同 《 原 本 任何 
其 他 部 分 相 比 , 它 的 内 容 被 人 讨论 得 最 多 , 它 的 意义 被 人 争论 得 最 激烈 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 也 
有 关于 比例 (两 个 比 相等 的 关系 ) 的 理论 , 即 关 于 可 公 度 晤 (其 比 可 用 整数 比 表 示 的 那 种 量 ) 
的 比例 理论 。 在 欧 多 克 斯 以 前 应 用 比例 关系 的 数学 家 ,一 般 在 用 不 可 公 度 量 时 没有 可 靠 的 
理论 依据 。 第 5 卷 把 比例 关系 的 理论 推广 到 不 可 公 度 量 而 避免 了 无 理 数 。 

《4 原本》 第 5 卷 中 给 出 的 比例 定义 相当 于 (原文 是 用 文字 叙述 的 ) 说 ; 设 A,B,C,D 是 任 
意 四 个 量 ,其 中 A 和 B 同类 ( 即 均 为 线段 . 角 或 面积 等 ),C 和 了 同类 。 如 果 对 于 任何 两 个 正 


整数 mx 和 nn, 关 系 mA>zB(= 一 ,所 情况 同 理 ) 是 否 成 立 , 相 应 地 到 决 于 关系 mmC>zD 是 否 成 
立 , 则 称 A 与 B 之 比 等 于 C 与 PD 之 比 , 即 A,B,C,D 四 量 成 比例 。 

这 一 定义 并 未 限制 涉及 的 量 是 可 公 度 的 还 是 不 可 公 度 的 ,因此 可 以 运用 它 来 证 明 许 多 
早期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 只 对 可 公 度 量 证 明了 的 命题 。 举 一 个 例子 。 

定理 ”如果 两 个 三 角形 的 高 相同 , 则 它们 的 面积 之 比 等 于 两 底 之 比 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 证 明 : 如 图 1-7(a) 所 示 , 考 虑 两 个 三 角形 ABC 和 ADE ,它们 的 底 
《BC 和 DE) 处 于 同一 直线 MN 上 。 设 BC 和 DE 分 别 包含 一 个 公 度 单位 的 p 倍 和 9g 倍 , 在 
BC 和 DE 上 夯 出 这 些 分 点 ,并 与 顶点 A 连接 。AABC 和 AADE 分 别 被 划分 成 p 和 4g 个 小 
三 角形 ,它们 等 底 等 高 ,因此 根据 已 知 结果 ,它们 的 面积 相等 。 由 此 得 SAaac : Sarpe 二 p : 9 一 
BC : DE, 但 由 于 不 可 公 度 量 的 出 现 , 上 述 证 明 以 及 许多 其 他 定理 的 证 明 都 不 再 适用 。 
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欧 几 里 得 (原本) 中 的 证 明 ( 欧 多 克 斯 ): 如 图 1-7(b) 所 示 ,在 CB 延长 线 上 从 点 日 起 相 
继 截 取 m 一 1 个 与 CB 相等 的 线段 ,分别 将 分 点 B;,B;,…,B, 与 顶点 A 连接 。 同 样 从 DE 
延长 线 上 从 五 点 起 相继 截取 nn 一 1 个 与 DE 相等 的 线段 ,把 分 点 El,E,,…,E, 与 顶点 A 连 
接 。 这 时 有 

B.C=m(BC),AAB,C=m(AABC); DE,=n(DE),AADE,=n( 人 人 ADE), 

根据 已 证 明 的 结果 ,可 知人 A4AB.C>(=，<)AA4E.D 取决 于 B,C>(= ,二 )E,D ,也 就 
是 说 mm (AAABC)> (=，,<)nz(A4DE) 取 决 于 mm(BC)>( 一 ,<)aCDE)。 因 此 ,根据 欧 多 克 
斯 比例 定义 ,有 SAaac : Saars = BC : DE, 

由 此 看 到 《原本 ;第 5 卷 将 比例 理论 由 可 公 度 量 推广 到 不 可 公 度 量 ,使 它 能 适用 于 更 广 
泛 的 几何 命题 证 明 , 从 而 巧妙 地 回避 了 无 理 量 引 起 的 麻烦 。 同 《原本 》 的 其 他 部 分 相 比 , 第 5 
卷 的 内 容 颇 引 人 争 议 。 

第 6 卷 把 第 5 卷 已 建立 的 理论 用 到 平面 图 形 上 去 , 共 33 个 命题 。 

第 7,8,9 三 卷 是 数论 。 

第 10 卷 是 篇 幅 最 大 的 一 卷 ,包含 16 个 定义 和 115 个 命题 ,主要 讨论 无 理 量 (与 给 定 的 


量 不 可 通 约 的 量 ) ,但 只 涉及 相当 于 VVa 十 V6 之 类 的 无 理 量 。 
第 10 卷 的 第 一 个 命题 对 原本) 其 后 几 卷 的 讲解 是 重要 的 。 命 题 1: 对 于 两 个 不 相等 的 
量 ,车 从 较 大 量 减 去 一 个 比 它 的 一 半 还 要 大 的 量 , 并 继续 重复 执行 这 一 步 允 ,就 能 使 所 余 的 
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一 个 量 小 于 原来 较 小 的 量 。 欧 几 里 得 在 证 明 的 结尾 说 ,车 定理 中 所 减 去 的 是 一 半 的 量 ,这 也 
能 证 明 。 他 的 证 明 里 有 一 步 用 了 一 个 没有 被 他 自觉 意识 到 的 公理 , 在 两 个 不 等 的 量 中 , 较 
小 者 可 自己 相 加 有 限 倍 而 使 其 和 超过 较 大 者 ; 欧 几 里 得 把 有 问题 的 这 一 步 建立 在 两 个 量 之 
比 的 定义 上 。 但 此 定义 并 不 足以 证 明 这 一 步 是 对 的 。 这 定义 说 当 两 个 量 之 中 的 任 一 量 自身 
相 加 足够 多 次 后 便 能 超过 另 一 量 , 则 此 两 量 有 一 个 比 ; 因此 欧 几 里 得 应 该 证 明 这 一 点 对 他 
所 说 的 量 是 可 以 做 到 的 。 但 他 却 假定 他 的 量 可 以 相 比 ,并 利用 了 较 小 量 自身 相 加 足够 多 次 
后 可 以 超过 较 大 量 的 事实 。 据 阿 基 米 德 所 说 , 欧 几 里 得 是 用 过 这 个 公理 的 (严格 地 说 是 其 等 
价 说 法 ) ,他 是 把 它 作 为 一 个 引 理 建立 起 来 的 。 

第 11 卷 讨 论 空间 的 直线 与 平面 的 各 种 关系 (相交 、 垂 直 , 平 行 等 ) 以 及 平行 六 面体 的 体 
积 等 问题 。 

第 12 卷 利 用 穷竭 法 证 明 “ 圆 面积 的 比 等 于 直径 平方 的 比 ”,“ 球 体积 的 比 等 于 直径 立方 


的 比 "以 及 “ 锥 体 体积 的 比 等 于 同 底 等 高 的 柱 体 的 地" 等。 
第 13 卷 着 重 研 究 5 种 正 多 面体 。 


1.3 《原本 》 的 优 缺 点 


欧 几 里 得 4 原本》 被 称 为 数学 家 的 圣经 ,在 数学 史 , 乃 至 人 类 科学 史上 具有 无 与 伦比 的 崇 
高 地 位 。 它 的 主要 贡献 在 于 : 

(1) 成 功 地 将 零散 的 数学 理论 编 为 一 个 从 基本 假定 到 最 复杂 结论 的 整体 结构 。 

(2) 对 命题 作 了 公理 化 演 经 。 从 定义 .公理 、 公 设 出 发 建立 了 几何 学 的 逻辑 体系 , 称 为 
其 后 所 有 数学 的 范本 。 

(3) 玫 个 世纪 以 来 ,已 成 为 训练 逻辑 推理 的 最 有 力 的 教育 手段 。 

因为 4 原本 ;是 最 早 一 本 内 容 丰 富 的 数学 书 , 而 且 为 所 有 后 代 人 所 使 用 ,所 以 它 对 数学 发 
展 的 影响 超过 任何 别 的 书 。 读 了 这 本 书 之 后 ,可 以 对 数学 本 身 的 看 法 ,对 证 明 的 想法 ,对 定 
理 按 逻 辑 次 序 的 排 法 ,都 学 到 -一些 东西 ,而 且 它 的 内 容 也 决定 了 其 后 的 思想 发 展 。 

欧 儿 里 得 对 公理 的 选择 是 很 出 色 的 。 他 能 用 一 小 批 公理 证 出 几 百 个 定理 ,其 中 好 多 是 
深奥 的 。 他 的 选择 是 费 了 心机 的 。 他 对 平行 公理 的 处 理 特别 显得 聪明 。 任 何 这 样 的 公理 都 
不 免 或 明 或 暗 的 要 提 到 在 无 限 远 空间 所 必须 成 立 的 事项 的 任何 说 法 , 它 的 具体 意义 总 是 含 
混 不 清 的 ,因为 人 的 经 验 是 有 限 的 。 然 而 他 也 认识 到 这 样 的 公理 不 能 省 掉 。 于 是 就 采取 了 
这 样 一 种 说 法 ,提出 二 直线 能 交 于 有 限 远 处 的 条 件 。 更 有 甚 者 ,他 在 求助 于 这 一 公理 以 前 先 
证 明了 所 有 无 需 它 来 证 的 定理 。 

欧 几 里 得 4 原本 》 可 以 说 是 数学 史上 的 第 一 座 理论 丰碑 。 它 最 大 的 功绩 ,是 在 于 数学 中 
演绎 范式 的 确立 ,这 种 范式 要 求 一 门 学 科 中 的 每 个 命题 必须 是 在 它 之 前 已 建立 的 一 些 命题 
的 逻辑 结论 ,而 所 有 这 样 的 推理 链 的 共同 出 发 点 ,是 一 些 基本 定义 和 被 认为 是 不 证 自明 的 基 


本 原理 一 一 公设 或 公理 。 这 就 是 后 来 所 谓 的 公理 化 思想 。 

《原本 》 是 古 希 腊 数 学 的 代表 作 , 出 现在 两 千 多 年 前 ,这 是 难能可贵 的 。 但 用 现代 的 眼光 
看 ,也 还 有 不 少 缺 点 : 

首先 使 用 了 重合 法 来 证 明 图 形 的 全 等 。 这 方法 有 两 点 值得 怀疑 ; 第 一 , 它 用 了 运动 的 
概念 ,而 这 是 没有 逻辑 依据 的 ; 第 二 ,重合 法 默认 图 形 从 一 处 移动 到 另 一 处 时 所 有 性 质保 持 
不 变 。 要 假定 移动 图 形 而 不 致 改变 它 的 性 质 , 那 就 要 对 物理 空间 假定 很 多 的 条 件 。 . 

其 次 是 公理 系统 不 完备 ,例如 没有 运动 .连续 性 .顺序 等 公理 ,因此 许多 证 明 不 得 不 借助 
于 直观 ,利用 今天 的 认识 可 以 发 现 欧 几 里 得 用 了 数 十 个 他 所 从 未 提出 而 且 无 疑 并 未 发 觉 的 
假定 ,包括 关于 直线 和 圆 的 连续 性 的 假定 。 在 第 1 卷 命题 1 的 证 明 中 假定 了 两 圆 有 一 个 公 
共 点 。 每 个 圆 是 一 个 点 集 ,很 可 能 两 圆 彼此 相交 而 在 假定 的 点 或 所 谓 交 点 (一 个 或 两 个 ) 处 
没有 两 圆 的 公共 点 。 按 照 ( 原 本 ) 里 的 逻辑 基础 来 说 ,两 直线 可 能 相交 而 没有 一 个 公共 点 。 

也 有 的 公理 可 以 从 别 的 公理 推出 (如 直角 必 相 等 )。 又 点 、 线 . 面 等 定义 本 身 是 含混 不 清 
的 ,而 且 后 面 从 来 没有 用 过 ,完全 可 以 删 去 。 

在 一 些 实际 给 出 的 证 明 里 也 有 缺点 。 有 些 是 欧 几 里 得 搞 错 的 地 方 可 以 纠正 ,但 少数 地 
方 需要 给 出 新 的 证 明 。 另 一 类 缺点 在 《原本 》 中 通 篇 都 有 , 那 就 是 只 用 特例 或 所 给 数据 (图 
形 ) 的 特定 位 置 证 明 一 般 性 的 定理 。 

同时 ,全 书 13 卷 并 未 一 气 呵 成 ,而 在 某 种 程度 上 是 前 人 著作 的 堆砌 。 例 如 ,第 7,8,9 卷 
对 整数 重复 证 明了 先前 对 量 所 给 出 的 许多 结果 。 第 13 卷 的 第 一 部 分 重复 了 第 2 和 第 4 卷 
中 的 结果 。 第 10,13 卷 可 能 在 欧 几 里 得 以 前 是 单独 的 一 本 著作 。 

尽管 如 此 ,《 原 本 3》 开创 了 数学 公理 化 的 正确 道路 ,对 整个 数学 发 展 的 影响 ,超过 了 历史 
上 任何 其 他 著作 。 


1.4 《原本 》 对 我 国 数学 的 影响 


中 国 传统 数学 最 明显 的 特点 是 以 算法 为 中 心 。 虽 然 也 有 逻辑 证 明 , 但 却 没 有 形成 一 个 
严密 的 公理 化 演绎 体系 ,这 也 许 是 最 大 的 弱点 。 明 末 《 原 本 传人 ,正好 弥补 我 们 的 不 足 。 可 
是 实际 情况 并 不 理想 。 

徐光启 本 人 对 《原本 ) 十 分 推崇 ,也 有 深刻 的 理解 。 他 认为 学 习 此 书 可 使 人 “心思 细密 ”。 
在 译本 卷首 的 几何 原本 杂 议 } 中 说 :“ 人 具 上 资 而 意 理 朴 匡 , 即 上 资 无 用 ， 人 具 中 材 而 心思 、 
” 续 密 , 即 中 材 有 用 ; 能 通 几何 之 学 , 续 密 甚 侨 , 故 率 天 下 之 人 而 归于 实用 者 ,是 或 其 所 由 之 道 
也 。” 在 他 的 大 力 倡 导 下 ,确实 也 发 挥 一 定 的 作用 ,可 惜 言 者 说 谅 , 昕 者 获 获 ,要 在 群众 中 推 
广 ,仍然 有 很 大 困难 。 他 在 《几何 原本 杂 议 》 中 继续 写 到 :“ 而 习 者 盖 赛 , 窃 意 百年 之 后 , 必 人 
人 习 之 ”他 只 好 把 希望 寄托 于 未 来 。 

明 末 我 国正 处 在 数学 发 展 的 低潮 ,《 原 本 》 虽 已 译 出 ,学 术 界 是 否 看 到 它 的 优点 ,大 有 疑 
问 。 事 实 上 , 明 清 两 代 几 乎 没有 人 对 《原本 ;的 公理 化 方法 及 逻辑 演绎 体系 作 过 专门 的 研究 。 


康 刀 之 后 , 清 统治 者 实行 闭关 锁国 .盲目 排外 的 政策 。 知 识 分 子 丧 失 了 思想 .言论 自由 ,为 了 
逃避 现实 ,转向 古籍 的 整理 和 研究 ,以 后 形成 了 以 考据 为 中 心 的 乾 嘉 学 派 。 徐 光 启 之 后 , 数 
学 界 的 代表 人 物 是 梅 文 易 ,他 汇通 中 西数 学 ,对 发 扬中 国 传统 数学 及 传播 西方 数学 均 有 贡 
献 , 然 而 却 没有 认识 到 公理 化 方法 的 重要 性 。 他 认为 西方 的 几何 学 ,无 非 就 是 中 国 的 勾 股 数 
学 ,没有 什么 新 鲜 的 东西 。 他 在 《几何 通 解 》 中 写 道 :“ 几 何不 言 勾 股 , 然 其 理 并 勾 股 也 。 故 
其 最 难 通 者 ,以 勾 股 释 之 则 明 。” 类 似 的 说 法 还 有 多 人 处。 他 见 到 的 只 是 几何 的 一 些 命题 ,至 于 


公理 体系 及 逻辑 结构 , 竞 熟 视 无 睹 。 


2 解析 几何 的 诞生 


真正 的 精髓 


2.1 符 卡 儿 和 费 马 在 创立 解析 几何 中 的 贡献 


近代 数学 本 质 上 可 以 说 是 变量 数学 。 文 艺 复 兴 以 来 资本 主义 生产 力 的 发 展 ,对 科学 技 
术 提 出 了 全 新 的 要 求 。 到 了 16 世纪 ,对 运动 与 变化 的 研究 已 变 成 自然 科学 的 中 心 问题 。 这 
就 迫切 的 需要 一 种 新 的 数学 工具 ,从 而 导致 了 变量 数学 亦 即 近代 数学 的 诞生 。 

变量 几何 的 第 一 个 里 程 碑 是 解析 几何 的 发 明 。 解 析 几 何 的 基本 思想 是 在 平面 上 引进 所 
谓 “ 坐 标 ” 的 概念 ,并 借助 这 种 坐标 在 平面 上 的 点 和 有 序 实数 对 (zx,y) 之 间 建 立 一 一 对 应 的 
关系 。 每 一 对 实数 (z,y) 都 对 应 于 平面 上 的 一 个 点 ; 反之 ,每 一 个 点 都 对 应 与 它 的 坐标 (z， 
y)。 以 这 种 方式 可 以 将 一 个 代数 方程 f(x,y) 一 0 与 平面 上 一 条 曲线 对 应 起 来 ,于 是 几何 问 
题 便 可 归结 为 代数 问题 ,并 反 过 来 通过 代数 问题 的 研究 发 现 新 的 几何 结果 。 

借助 坐标 来 确定 点 的 位 置 的 思想 古代 曾经 出 现 过 , 古 希腊 的 阿波 罗 尼 奥 斯 关 于 圆锥 曲 
线性 质 的 推导 ,阿拉 伯 人 通过 圆锥 曲线 交点 求解 三 次 方程 的 研究 ,都 蕴含 着 这 种 思想 。 解 析 
几何 最 重要 的 前 驱 是 法 国 数学 家 奥 雷 斯 姆 ,他 在 著作 《 论 形态 幅度 》 中 提出 的 形态 幅度 原理 ， 
其 至 已 接触 到 基数 的 图 像 表 示 , 奥 雷 斯 姆 借用 了 “经 度 ”“ 纬 度 ” 这 两 个 地 理学 术语 来 描述 他 
的 图 线 ,相当 于 横 坐 标 与 纵 坐标 。 不 过 他 的 图 线 概念 是 模糊 的 ,至 多 是 一 个 图 表 , 还 未 形成 
清晰 的 坐标 与 函数 图 像 的 概念 。 

解析 几何 的 真正 发 明 还 要 归功 于 法 国 另 外 两 个 数学 家 笛 卡 儿 与 费 马 。 他 们 工作 的 出 发 
-点 不 同 ,但 却 殊途同归 。 


2.1.1 第 卡 儿 的 主要 工作 


笛 卡 儿 1637 年 发 表 了 著名 的 哲学 著作 《方法 论 》, 该 书 有 三 个 附录 :《 几 何 学 )《 届 光 
学 ?和 《气象 学 》 解 析 几 何 的 发 明 包 含 在 (几何 学 ?这 篇 附录 中 。 笛 卡 儿 的 出 发 点 是 一 个 著名 
的 希腊 数学 问题 一 一 帕 波 斯 问题 ， 

设 在 平面 上 给 定 3 条 直线 5 ,i ,is ,过 平面 上 的 点 C 作 三 条 直线 分 别 与 4 ,l,ls 交 于 点 


P,R,Q, 交 角 分 别 等 于 已 知 角 wm ,az ,as, 求 使 CP。CR 一 kCQ 的 点 C 的 轨迹 ; 如 果 给 定 4 


条 直线 , 则 求 使 55 CS 一人 (为 常数 ) 的 点 C 的 轨 bo 


迹 。 如 图 1-8 所 示 。 

问题 还 可 以 类 似 地 推广 到 nn 条 直线 的 情形 。 帕 
波斯 曾 宣称 , 当 给 定 的 直线 是 3 条 或 4 条 ( 即 所 谓 三 
线 或 四 线 问 题 ) 时 ,所 得 的 轨迹 是 一 条 圆锥 曲线 。 笛 
卡 儿 在 4 几何 学 ) 第 2 卷 中 ,证 明了 四 线 问题 的 帕 波 斯 
结论 : 记 AP 一 z,PC 一 y, 经 简单 的 几何 分 析 , 用 已 知 1-8 
量 表示 出 CR,CQ,CS 的 值 , 带 人 CP，CR=CS。，CQ 
〈 设 & 一 1) ,就 得 到 一 个 关于 z,y 的 二 次 方程 ，; 

y= Ay 二 Bry 十 Cz 十 Dr? (2-1) 

其 中 A,B,C,D 是 由 已 知 量 组 成 的 简单 代数 式 。 于 是 他 指出 , 任 给 z 的 一 个 值 ,就 得 到 关于 
y 的 二 次 方程 ,从 这 个 方程 可 以 解 出 y, 并 根据 他 在 4 几何 学 第 1 卷 中 所 给 的 方法 ,用 圆规 
直 尺 将 y 画 出 。 如 果 取 无 穷 多 个 z 的 值 ,就 得 到 无 穷 多 个 y 值 ,从 而 得 到 无 穷 多 个 点 C, 所 
以 这 些 点 C 的 轨迹 就 是 方程 (2-1) 代 表 的 曲线 。 在 这 个 具体 问题 中 , 笛 卡 儿 选 定 一 条 直线 
(4G) 作 为 基线 (相当 于 一 根 坐 标 轴 ) ,以 点 A 为 原点 ,z 值 是 基线 的 长 度 , 从 A 点 量 起 ; y 值 
是 另 一 条 线段 的 长 度 , 该 线段 从 基线 出 发 ,与 基线 交 成 定 角 。 正 是 如 此 , 笛 卡 儿 建 立 了 历史 上 
第 一 个 倾斜 坐标 系 。 在 《几何 学 第 3 卷 中 ,还 可 以 看 到 笛 卡 儿 也 给 出 了 直角 坐标 系 的 例子 。 

有 了 坐标 系 和 曲线 方程 的 思想 , 笛 卡 儿 又 提出 了 一 系列 新 颖 的 想法 ,如 : 曲线 的 次 数 与 
坐标 轴 选 择 无 关 ; 坐标 轴 选 取 应 使 曲线 方程 尽量 简单 ; 利用 曲线 的 方程 表示 来 求 两 条 不 同 
曲线 的 交点 ; 曲线 的 分 类 ; 等 等 。 

《几何 学 》 作 为 笛 卡 儿 哲学 著作 《方法 论 》 的 附录 ,意味 着 他 的 几何 学 发 现 乃 至 其 他 方面 的 
发 现 都 是 在 其 方法 论 原理 指导 下 获得 的 。 笛 卡 儿 方法 论 原理 的 本 旨 是 寻求 发 现 真 理 的 一 般 方 
法 ,他 在 另 一 部 较 早 的 哲学 著作 《指导 思维 的 法 则 》 中 称 自己 设想 的 一 般 方法 为 “通用 数学 ”, 并 
概述 了 这 种 通用 数学 的 思路 。 提 出 了 一 种 大 胆 的 计划 , 即 ; 任何 问题 一 数学 问题 -代数 问题 
二 方程 求解 。 为 了 实施 这 一 计划 , 笛 卡 儿 首先 通过 “ 广 延 "的 比较 ,将 一 切 度量 问题 化 为 代数 方 
程 问题 ,为 此 需要 确定 比较 的 基础 , 即 定义 “ 广 延 " 单 位 ,以 及 建立 “ 广 延 "符号 系统 及 其 算术 运 
算 ,特别 是 要 给 出 算术 运算 与 几何 图 形 之 间 的 对 应 。 这 就 是 笛 卡 儿 几 何 学 的 方法 论 背景 。 

然而 ,第 卡 儿 的 方法 论著 作 并 没有 告诉 人 们 ,在 将 一 切 问题 划 归 为 代数 方程 问题 后 将 如 
何 继续 ,这 正 是 《几何 学 ) 需 要 完成 的 任务 。《 几 何 学 ?开宗明义 ,在 任意 选取 单位 长 度 的 基础 
上 定义 了 线段 的 加 \ 减 .乘除 . 乘 方 、 开 方 等 运算 。 他 以 特殊 的 字母 符号 来 表示 线段 ,由 于 可 
用 线段 表示 积 、. 寡 ,这 样 就 突破 了 “ 齐 次 性 ”的 束缚 ,而 在 几何 中 自由 运用 算术 或 代数 术语 。 
运用 这 些 算术 术语 又 可 以 将 一 切 几 何 问题 化 为 关于 一 个 未 知 线段 的 单个 代数 方程 


Z 一 站 


nt 


3 = 一 az? 十 bz 十 c， 
zt 一 一 az 十 pz 十 cz 十 Cd， 


《几何 学 》 的 主要 目标 就 是 讨论 如 何 给 出 这 些 方程 的 标准 解法 。 他 在 《几何 学 ;} 第 1 卷 中 
从 最 简单 的 一 .二 次 方程 出 发 ,这 相应 于 只 用 尺 规 作 图 的 所 谓 “ 普 通 几何 ”问题 。 讨 论 了 三 种 
形式 的 二 次 方程 , 巡 一 az 十 虹 , 巡 一 一 az 十 基 , 巡 一 az 一 大, 并 分 别 给 出 作 图 ,本 质 上 它 是 利 
用 了 圆 与 直线 的 交点 。 为 了 接着 讨论 三 次 以 及 三 次 以 上 方程 的 作 图 ,就 需要 研究 曲线 的 性 
质 与 分 类 ,这 就 引出 了 作为 《几何 学 ) 第 2 卷 与 第 3 卷 前 半 部 分 的 一 个 很 长 的 过 渡 , 其 中 包括 
了 使 他 成 为 近代 数学 先驱 的 坐标 几何 。 笛 卡 儿 在 《几何 学 ?第 3 眷 的 后 半 部 分 ,又 回 到 他 的 
主题 一 一 高 次 方程 的 标准 作 图 ,利用 刚 得 到 的 坐标 几何 工具 ,解决 了 三 、 四 次 方程 的 作 图 和 
五 .六 次 方程 的 作 图 ,并 指出 ,可 以 依次 类 推 地 解决 更 高 次 方程 的 作 图 问题 。 


2.1.2 费 马 的 主要 工作 


与 笛 卡 儿 不 同 , 费 马 工作 的 出 发 点 是 竭力 恢复 失传 的 阿波 罗 尼 奥 斯 的 著作 《 论 平面 轨 
迹 》 他 为 此 而 写 了 一 本 题 为 4 论 平面 和 立体 的 轨迹 引 论 》(1629) 的 书 。 书 中 清晰 地 阑 述 了 费 
马 的 解析 几何 原理 ,指出 :“ 只 要 在 最 后 的 方程 中 出 现 两 个 未 知 量 ,我 们 就 有 一 条 轨迹 ,这 两 
个 量 之 一 的 末端 描绘 出 一 条 直线 或 曲线 。 直 线 只 有 一 种 ,曲线 的 种 类 则 是 无 限 的 ,有 圆 、 抛 
物 线 、 椭 圆 等 ”。 费 马 在 书 中 还 提出 并 使 用 了 坐标 的 概念 ,不 仅 使 用 了 斜 坐 标 系 , 也 使 用 了 直 
角 坐 标 系 ,他 所 称 的 未 知 量 4, 忆 实际 就 是 “变量 ”, 也 就 是 今天 所 称 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 。 

他 考虑 任意 曲线 和 它 上 面 的 一 般 点 了。J 的 位 置 用 A ,E 两 字母 定 出 ; A 是 从 点 O 沿 底 
线 到 点 Z 的 距离 ,E 是 从 Z 到 J 的 距离 。 他 所 用 的 坐标 就 是 我 们 所 说 的 倾斜 坐标 ,但 是 y 
轴 没 有 出 现 , 而 且 不 用 负数 。 他 的 A,E 就 是 我 们 的 z+,y( 如 图 1-9 所 示 ) 。 


图 1-9 


费 马 让 一 个 字母 代表 一 类 的 数 , 然 后 写 出 联系 A 和 EE 的 各 种 方程 ,并 指明 它们 所 描绘 
的 曲线 。 例 如 ,他 写 出 Dz 二 Dy 并 指明 这 代表 一 条 直线 。 他 又 给 出 d(a 一 xz) 二 by, 并 肯定 
它 也 代表 一 条 直线 。 

书 中 费 马 解析 地 定义 了 以 下 的 曲线 

直线 方程 ; gd(Ca 一 z) 一 5y; 

圆 : 天 一 妇 一 六 


椭圆 : 5 一 z? 一 ky ; 

抛物 线 : zx: 一 dy,y 二 dx; 

双 曲 线 : xy==&,z: 十 6: 二 ky’。 

费 马 后 来 还 定义 了 新 曲线 

Zr 一 QQ， Y=ar”, r= av,。 

因为 费 马 不 用 负 坐 标 , 他 的 方程 不 能 像 他 所 说 代表 整个 曲线 ,但 他 确实 领会 到 坐标 轴 可 
以 平移 或 旋转 ,因为 他 给 出 一 些 较 复 杂 的 二 次 方程 ,并 给 出 它们 可 以 简化 到 的 简单 形式 ,他 
肯定 ; 一 个 联系 着 A 和 EE 的 方程 ,如 果 是 一 次 的 ,就 代表 直线 轨迹 ,如 果 是 二 次 的 ,就 代表 
圆锥 曲线 。 

费 马 没有 说 明 他 的 解析 几何 思想 是 如 何 形 成 的 。 他 与 笛 卡 儿 的 创造 都 是 文艺 复兴 以 来 
欧洲 代数 学 振兴 所 带 来 的 必然 结果 。 能 够 看 到 , 笛 卡 儿 和 费 马 研究 解析 几何 的 方法 大 不 相 
同 。 笛 卡 儿 批评 了 希腊 的 传统 ,而 且 主 张 同 这 传统 决裂 ; 费 马 则 着 眼 于 继承 希腊 人 的 思想 ， 
认为 他 自己 的 工作 只 是 重新 表述 了 阿波 罗 尼 奥 斯 的 工作 。 真 正 的 发 现 一 一 代数 方法 的 威 
力 一 是 属于 笛 卡 儿 的 ,他 知道 他 是 在 改换 古代 方法 。 虽 然 用 方程 表示 曲线 的 思想 在 费 马 
的 工作 中 比 在 笛 卡 儿 的 工作 中 更 为 明显 ,但 费 马 的 工作 主要 是 这 样 一 个 技术 的 成 就 , 他 完 
成 了 阿波 罗 尼 奥 斯 的 工作 ,并 且 利 用 了 韦 达 用 字母 代表 数 类 的 思想 。 笛 卡 儿 的 方法 是 可 以 
普遍 使 用 的 ,而 且 就 潜力 而 论 也 适用 于 超越 曲线 。 

尽管 笛 卡 儿 和 费 马 研究 解析 几何 的 方式 和 目的 有 显著 不 同 , 他 们 却 卷 人 谁 先 发 明 的 争 
论 。 费 马 的 著作 直到 1679 年 才 出 版 ,但 他 在 1629 年 已 发 现 了 解析 几何 的 基本 原理 ,这 比 笛 
卡 儿 发 表 ( 几 何 学 ?的 年 代 1637 年 还 早 。 笛 卡 儿 当时 已 完全 知道 费 马 的 许多 发 现 , 但 和 否认 他 
的 思想 是 从 费 马 来 的 。 

当 《 几 何 学 ?出 版 的 时 候 , 费 马 批评 说 , 书 中 删 去 了 极 大 值 和 极 小 值 , 曲 线 的 切线 以 及 立 
体 轨迹 的 作 图 法 。 他 认为 这 些 是 值得 所 有 几何 学 家 注意 的 。 笛 卡 儿 回答 说 , 费 马 几乎 没有 
做 什么 ,至 多 做 出 一 些 不 费 气力 不 需要 预备 知识 就 能 得 到 的 东西 ,而 他 自己 却 在 4 几何 学 的 
第 3 卷 中 ,用 了 关于 方程 性 质 的 全 部 知识 。 他 讽刺 地 称呼 费 马 为 我 们 的 极 大 和 极 小 大 臣 ,并 
且说 费 马 欠 了 他 的 债 。 后 来 这 两 人 的 态度 趋 于 缓和 。 在 1660 年 的 一 篇 文章 里 , 费 马 虽然 指 
出 《几何 学 ?中 的 一 个 错误 ,但 他 宣称 他 是 如 此 佩服 笛 卡 儿 的 天 才 , 即 使 笛 卡 儿 有 错误 ,他 的 
工作 甚至 比 别 人 没有 错误 的 工作 更 有 价值 。 笛 卡 儿 却 不 像 费 马 那 样 宽厚 。 

后 代 人 对 待 4 几何 学 ?不 像 笛 卡 儿 那样 重视 。 虽 然 对 数学 的 前 途 来 说 ,方程 和 曲线 的 结 
合 是 一 个 显著 的 思想 ,但 对 笛 卡 儿 来 说 ,这 个 思想 只 是 为 了 达到 目的 一 一 解决 作 图 问题 一 
的 一 个 手段 。 

费 马 强调 轨迹 的 方程 ,从 近代 观点 来 看 ,是 更 为 恰当 的 。 笛 卡 儿 在 《几何 学 ;第 1 卷 和 第 
3 卷 中 所 着 重 的 几何 作 图 问题 ,已 逐渐 失去 重要 性 ,这 主要 是 因为 不 再 像 希 腊 人 那样 ,用 作 
图 来 证 明 存 在 了 。 : 

《几何 学 ?第 3 卷 中 也 有 一 部 分 是 在 数学 里 占 永久 地 位 的 。 笛 卡 儿 和 解决 作 图 问题 时 , 首 


先 把 问题 用 代数 表 出 ,接着 就 解 出 所 得 到 的 代数 方程 ,最 后 按 解 的 要 求 来 作 图 。 在 这 个 过 程 
中 , 笛 卡 儿 收 集 了 自己 的 和 别人 的 有 助 于 求解 的 方程 论 工作 。 因 为 代数 方程 不 断 地 出 现在 
数 以 百 计 的 .与 作 图 问题 无 关 的 不 同 场合 中 ,所 以 这 个 方程 论 已 经 成 为 初等 代数 的 基础 部 分 。 


笛 卡 儿 简 介 


勒 奈 。 笛 卡 儿 (1596 年 3 月 31 日 一 1650 年 2 月 11 日 ), 物 理学 家 、 
数学 家 。 备 卡 儿 是 欧洲 近代 资产 阶级 哲学 的 黄 基 人 之 一 ， 黑 格 尔 称 他 
为 “现代 暂 学 之 父 ”>。 他 自 成 体系 , 熔 唯 物 主义 与 唯心 主义 于 一 炉 , 在 哲 
学 史上 产生 了 深远 的 影响 。 同 时 ,他 又 是 一 位 筋 于 探索 的 科学 家 ,他 所 
建立 的 解析 几何 在 数学 史上 具有 划时代 的 意义 。 

笠 卡 儿 1596 年 3 月 31 日 生 于 法 国 小 镇 拉 埃 的 一 个 贵族 家 庭 。 因 
家 境 富裕 ,从 小 多 病 , 学 校 允许 他 在 床上 早 读 , 养 成 终生 沉思 的 习惯 和 
了 颖 储 的 性 格 。1606 年 他 在 欧洲 最 有 名 的 责 族 学 校 一 -耶稣 会 的 拉 弗 菜 
什 学 校 上 学 ,1616 年 在 善 依托 大 学 学 习 法 律 与 医学 ,对 各 种 知识 特别 是 数学 深 感 兴趣 。 在 
睾 队 服役 和 周游 欧洲 时 他 继续 注意 “收集 各 种 知识 ”,“ 随 处 对 遇见 的 种 种 事物 注意 思考 ”， 
1629 一 1649 年 在 荷兰 写成 《方法 论 》(1637) 及 其 附录 《几何 学 》《 慑 光学 》《 气象 学 》C1644)。 
1650 年 2 月 11 日 痊 于 斯 德 哥 尔 摩 , 死 后 还 出 版 有 《 论 光 》(1664) 等 。 

他 的 哲学 与 数学 思想 对 历史 的 影响 是 深远 的 。 人 们 在 他 的 墓碑 上 刻下 了 这 样 一 身 话 ， 
“ 笛 卡 儿 ,欧洲 文艺 复兴 以 来 ,第 一 个 为 人 类 争取 并 保证 理性 权利 的 人 。” 

黎 卡 儿 最 杰出 的 成 就 是 在 数学 发 展 上 创立 了 解析 几何 学 。 在 笛 卡 儿 时 代 , 代 数 还 是 一 
个 比较 新 的 学 科 , 几 何 学 的 思维 还 在 数学 家 的 头脑 中 占有 统治 地 位 。 向 卡 儿 致力 于 将 代数 
和 几何 联系 起 来 的 研究 ,在 创立 了 坐标 系 后 ,于 1637 年 成 功 地 创立 了 解析 几何 学 。 他 的 这 
一 成 就 为 微 积 分 的 创立 莫 定 了 基础 。 解 析 几 何 直 到 现在 仍 是 重要 的 数学 方法 之 一 。 笠 卡 几 
不 仅 提 出 了 解析 几何 学 的 主要 思想 方法 ,还 指明 了 其 发 展 方向 。 他 在 《几何 学 中 ,将 到 辑 、 
几何 \ 代 数 方法 结合 起 来 ,通过 讨论 作 图 问题 ,勾勒 出 解析 几何 的 新 方法 ,从 此 , 数 和 形 就 走 
到 了 一 起 , 数 轴 是 数 和 形 的 第 一 次 接触 。 解析 几何 的 创立 是 数学 史上 一 次 划时代 的 转折 。 
而 平面 直角 坐标 系 的 建立 正 是 解析 几何 得 以 创立 的 基础 。 直 和 角 坐标 系 的 创建 ,在 代数 和 几 
何 上 架 起 了 一 座 桥梁 , 它 使 几何 概念 可 以 用 代数 形式 来 表示 ,几何 图 形 也 可 以 用 代数 形式 来 
表示 ,于 是 代数 和 几何 就 这 样 合 为 一 家 人 了 。 

正如 恩格斯 所 说 :“ 数 学 中 的 转折 点 是 向 卡 儿 的 变数 。 有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 
了 变数 ,辩证 法 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 了 。” 笠 卡 儿 堪 称 17 
世纪 及 其 后 的 欧洲 哲学 界 和 科学 界 最 有 影响 的 巨匠 之 一 ,被 誉 为 “近代 科学 的 始祖 ”。 


2.2 解析 几何 的 发 展 


费 马 的 《轨迹 引 论 》 虽 然 在 他 的 朋友 中 得 到 传播 ,但 迟 至 1679 年 才 出 版 。 笛 卡 几 对 于 几 
何 作 图 问题 的 强调 ,让 项 了 方程 和 曲线 的 主要 思想 。 事 实 上 ,许多 和 他 同时 代 的 人 认为 解析 
几何 主要 是 解决 作 图 问题 的 工具 ,甚至 莱 布 尼 茨 也 说 笛 卡 儿 的 工作 是 退回 到 古代 。 笛 卡 儿 
本 人 确实 知道 他 的 贡献 远 远 不 限于 提供 一 个 解决 作 图 问题 的 新 方法 。 他 在 《几何 学 》 的 引言 
中 说 :“ 此 外 ,我 在 第 2 卷 中 所 做 的 关于 曲线 性 质 的 讨论 ,以 及 考查 这 些 性 质 的 方法 , 据 我 
看 , 远 远 超出 了 普通 几何 的 论述 .? 但 是 ,他 利用 曲线 方程 之 处 ,例如 ,解决 了 帕 波 斯 问题 , 找 
出 孵 形 线 的 性 质 等 ,大 大 地 被 他 的 作 图 问题 所 迹 盖 。 解 析 几 何 传播 速度 缓慢 的 另 一 原因 ,是 
笛 卡 儿 坚 持 要 把 他 的 书写 得 使 人 难 懂 。 

还 有 一 个 原因 ,就 是 许多 数学 家 反对 把 代数 和 几何 混淆 起 来 ,或 者 把 算术 和 几何 混淆 起 
来 。 早 在 16 世纪 当代 数 正 在 兴起 的 时 候 , 已 经 有 过 这 种 反对 的 意见 了 。 塔 塔 利 亚 坚 持 要 区 
别 数 的 运算 和 希腊 人 对 于 几何 物体 的 运算 。 他 谴责 《4 原本》 的 译 者 不 加 区 别 地 使 用 
mnultiplicare( 乘 ) 和 ducere( 倍 ) 两 字 。 他 说 ,前 一 字 是 属于 数 的 ,后 一 字 是 属于 几何 量 的 。 
韦 达 也 认为 数 的 科学 和 几何 量 的 科学 是 平行 的 ,但 是 有 区 别 。 甚 至 牛顿 也 如 此 ,他 虽然 对 解 
析 几 何 有 贡献 ,而 且 在 微 积 分 里 使 用 了 它 ,但 反对 把 代数 和 几何 混淆 起 来 。 

使 解析 几何 迟 迟 才 被 接受 的 又 一 原因 ,是 代数 被 认为 缺乏 严密 性 。 巴 罗 不 愿 承认 : 无 
理 数 除了 作为 表示 连续 几何 量 的 一 个 符号 外 ,还 有 别 的 意义 。 人 
的 核实 ,因而 代数 不 能 替代 几何 ,或 与 几何 并 列 。 

上 述 种 种 ,虽然 阻碍 了 对 笛 卡 儿 和 费 马 贡 献 的 了 解 ,但 也 有 很 多 人 逐渐 采用 并 且 扩 展 了 
解析 几何 。 第 一 个 任务 是 解释 笛 卡 儿 的 思想 。Frans Van Schooten 将 《几何 学 》 译 成 拉丁 
文 , 于 1649 年 出 版 ,并 再 版 了 若干 次 ,这 本 书 不 但 在 文字 上 便于 所 有 的 学 者 ,而 且 添 了 一 篇 
评论 ,对 笛 卡 儿 的 精致 陈述 加 以 阐述 。John Wallis 在 《 论 圆锥 曲线 》 中 ,第 一 次 得 到 圆锥 曲 
线 的 方程 。 他 是 为 了 阐明 阿波 罗 尼 奥 斯 的 几何 条 件 翻译 成 代数 条 件 , 从 而 得 到 这 些 方程 的 。 
他 于 是 把 圆锥 曲线 定义 为 对 应 于 含 z 和 y 的 二 次 方程 的 曲线 ,并 证 明 这 些 曲线 确实 就 是 几 
何 里 的 圆锥 曲线 。 他 很 可 能 是 第 一 个 用 方程 来 推导 圆锥 截 线性 质 的 人 。 他 的 书 非常 有 助 于 
传播 解析 几何 的 思想 。17 甚至 18 世纪 的 人 ,一 般 只 用 一 根 坐 标 轴 (z 轴 ) ,其 y 值 是 沿 着 与 
Z 轴 成 直角 或 斜 角 的 方向 画 出 的 。 牛 顿 所 引进 的 坐标 系 之 一 ,是 用 一 个 固定 点 和 通过 此 点 
的 一 条 直线 作 标准 , 略 如 我 们 现在 的 极 坐 标 系 。 由 于 牛顿 的 这 个 工作 直到 1736 年 才 为 世人 
所 知 ,而 James Bernoulli 于 1691 年 在 《教师 学 报 》 上 发 表 了 一 篇 基本 上 是 关于 极 坐 标的 文 
章 , 所 以 通常 认为 他 是 极 坐 标的 发 现 者 。 后 来 又 出 现 了 许多 新 的 曲线 和 它们 的 方程 。 

把 解析 几何 推广 到 三 维 空间 ,是 在 17 世纪 中 叶 开 始 的 。 在 《4 几何 学 的 第 2 卷 中 , 笛 卡 
儿 指 出 ,容易 将 他 的 想法 应 用 到 所 有 这 样 的 曲线 , 即 可 以 看 作 使 一 个 点 在 三 维 空间 中 作 规 则 
运动 时 所 产生 的 曲线 。 要 把 这 种 曲线 用 代数 表示 出 来 , 笛 卡 儿 的 计划 是 ; 从 曲线 的 每 个 点 


处 作 线 段 垂直 于 两 个 互相 垂直 的 平面 。 这 些 线段 的 端点 将 分 别 在 这 两 个 平面 上 绘 出 两 条 曲 
线 ,而 这 两 条 平面 曲线 就 可 用 已 知 的 方法 处 理 。 在 第 2 卷 的 前 一 部 分 里 , 笛 卡 儿 指出 ,一 个 
含有 三 个 未 知 数 一 一 这 三 个 数 定 出 轨迹 上 的 一 点 C 一 一 的 方程 所 代表 的 C 的 轨迹 是 一 个 平 
面 ,一 个 球面 或 一 个 更 复杂 的 曲面 。 他 显然 体会 到 他 的 方法 可 能 推广 到 三 维 空间 中 的 曲线 
和 曲面 ,可 是 他 没有 进一步 去 考虑 这 种 推广 。 

费 马 在 1643 年 的 一 封 信和 里 ,简短 地 描述 了 他 的 关于 三 维 解析 几何 的 思想 。 他 谈 到 柱 
面 . 椭 加 抛物 面 、 双 叶 双 曲面 和 椭 球 面 。 然 后 他 说 ,作为 平面 曲线 论 的 顶峰 ,应 该 研究 曲面 上 
的 曲线 。“ 这 个 理论 ,有 可 能 用 一 个 普遍 的 方法 来 处 理 , 我 有 空闲 时 将 说 明 这 个 方法 。” 


2.3 解析 几何 的 重要 性 


解析 几何 的 创立 ,引信 了 一 系列 新 的 数学 概念 ,特别 是 将 变量 引入 数学 ,使 数学 进入 了 
一 个 新 的 发 展 时 期 ,这 就 是 变量 数学 的 时 期 。 解 析 几 何在 数学 发 展 中 起 了 推动 作用 。 

解析 几何 出 现 以 前 ,代数 已 经 有 了 相当 大 的 进展 ,因此 解析 几何 不 是 一 个 巨大 的 技术 成 
就 ,但 在 方法 论 上 却 是 一 个 了 不 起 的 创见 。 

(1) 第 卡 儿 希望 通过 解析 几何 给 几何 引进 一 个 新 的 方法 ,他 的 成 就 远 远 超过 他 的 希望 ， 
在 代数 的 帮助 下 ,不 但 能 迅速 地 证 明 关 于 曲线 的 某 些 事实 ,而 且 这 个 探索 问题 的 方式 ,几乎 
成 为 自动 的 了 。 这 套 研 究 方法 甚至 是 更 为 有 力 的 , 当 用 字母 表示 正 数 .负数 ,甚至 以 后 代表 
复数 时 ,就 有 了 可 能 把 综合 几何 中 必须 分 别处 理 的 情形 用 代数 统一 处 理 了 。 例 如 ,综合 几何 
中 证 明 三 角形 的 高 交 于 一 点 时 ,必须 分 别 考 虑 交点 在 三 角形 内 和 三 角形 外 ,而 用 解析 几何 证 
明 时 , 则 不 加 区 别 。 

它 提供 了 一 种 解决 一 般 问题 的 方法 。 古 希腊 几何 中 的 许多 问题 都 是 个 别 地 解决 的 ,而 引 
入 解析 几何 后 就 可 以 用 解析 方法 (代数 方法 ) 作 一 般 性 的 处 理 。 例 如 几何 作 图 问题 就 是 在 有 限 
次 使 用 没有 刻度 的 直 尺 和 圆规 的 条 件 下 作出 所 要 求 的 图 形 的 问题 , 即 所 谓 “ 尺 规 作 图 ”"。 如 果 
能 够 按 条 件 作 出 所 求 图 形 , 则 称 这 个 问题 为 作 图 可 能 问题 ,这 时 图 形 叫做 可 作 的 ; 如 果 作 不 出 所 
求 图 形 ,那么 可 分 为 两 种 情况 : 一 是 所 求 的 图 形 实际 不 存在 ,这 时 ,就 可 说 这 个 问题 是 不 成 立 的 ; 
二 是 所 求 的 图 形 是 存在 的 ,但 只 用 尺 规 无 法 作出 ,这 时 ,就 可 说 这 个 问题 是 作 图 不 可 能 的 。 

(2) 解析 几何 把 代数 和 几何 结合 起 来 ,把 数学 造成 一 个 双 面 工具 。 一 方面 ,几何 概念 可 
以 用 代数 表示 ,几何 的 目的 通过 代数 达到 ; 另 一 方面 ,给 代数 概念 以 几何 解释 ,可 以 直观 地 
掌握 这 些 概念 的 意义 ,又 可 以 得 到 启发 去 提出 新 的 结论 , 拉 格 朗 日 曾 把 这 些 优 点 写 进 他 的 
《数学 概要 》 中 :“ 只 要 代数 和 几何 分 道 扬 镶 , 它 们 的 进展 就 缓慢 ,它们 的 应 用 就 狭窄 ,但 是 当 
这 两 门 科学 结 成 伴侣 时 ,它们 就 互相 吸取 新 鲜 的 活力 ,从 那 以 后 ,就 以 快速 的 步伐 走向 完 
善 .” 的 确 ,17 世纪 以 来 数学 的 巨大 发 展 ,在 很 大 程度 上 应 归功 于 解析 几何 ,可 以 说 如 果 没 有 
解析 几何 的 预先 发 展 ,微分 学 和 积分 学 是 难以 想象 的 。 

(3) 解析 几何 的 显著 优点 在 于 它 是 数量 的 工具 。 这 个 数量 的 工具 是 科学 的 发 展 迫 切 需 


要 的 ,17 世纪 一 直 公 开 要 求 的 。 例 如 当 开 普 勒 发 现行 星 沿 椭圆 轨道 绕 着 太阳 运动 ,伽利略 
发 现 抛 出 去 的 石子 沿 着 抛物 线 轨道 飞 出 去 时 ,就 必须 计算 飞 驶 时 所 画 的 抛物 线 了 ,这些 都 要 
求 气 供 数量 的 工具 。 研 究 物 理 世 界 ,似乎 首先 需求 几何 ,物体 基本 上 的 几何 形象 ,运动 物体 
的 路 线 是 曲线 ,研究 它们 时 都 需要 数量 知识 ,而 解析 几何 能 使 人们 把 形象 和 路 线 表示 为 代数 
形式 ,从 而 导出 数量 知识 

(4) 为 数学 思想 的 发 展开 拓 了 新 的 天 地 。 

欧 几 里 得 《原本 》 建 立 了 第 一 个 数学 理论 体系 ,在 数学 思想 发 展 中 占有 重要 的 地 位 。 解 
析 几 何 的 建立 则 把 数学 理论 推 向 一 个 新 的 高 度 ,为 新 数学 思想 的 发 展开 辟 了 新 天 地 。 

首先 是 数学 概念 得 到 进一步 概括 。 例 如 “曲线 ”概念 , 古 希腊 人 只 限于 能 用 一 些 简单 工 
具 ( 直 尺 . 圆 规 及 少数 其 他 机 械 ) 作 出 来 的 图 形 。 而 解析 几何 则 把 “曲线 ?概括 为 任意 的 几何 
图 形 , 只 要 它们 对 应 的 代数 方程 是 由 变量 的 有 限 次 代数 运算 所 构成 的 。 这 样 ,开辟 了 用 代数 
方法 研究 几何 问题 的 新 思路 。 

其 次 ,再 一 次 突破 直观 的 限制 ,打开 了 数学 发 展 的 新 思路 。 箭 卡 儿 和 费 马 首先 建立 起 来 
的 是 二 维 平面 上 的 点 和 有 序 实数 对 (z,y) 之 间 的 对 应 , 按 同 样 的 思想 ,不 难得 出 通过 三 个 坐 
标 轴 得 出 三 维 空间 的 点 和 实数 的 有 序 三 数组 (z,y,z) 之 间 的 对 应 关系 。 现 实 的 空间 仅 限 于 
三 维 , 由 于 解析 几何 中 采用 了 代数 方法 ,平面 上 的 点 对 应 于 有 序 实 数 对 ,空间 的 点 对 应 着 三 
元 有 序 实数 组 ,那么 代数 中 的 四 元 有 序 实 数组 当然 可 以 与 此 类 比 ,构成 一 个 四 维 空间 ,由 此 
类 推 ,提出 了 高 维 空间 的 理论 。 这 是 现代 数学 极 重 要 的 思想 ,开拓 了 数学 的 新 领域 。 

(5) 揭示 了 数学 的 内 在 统一 性 

虽然 在 欧 几 里 得 那里 几何 和 算术 (代数 ) 是 不 加 区 分 的 ,但 他 主要 是 应 用 后 来 才 称 之 为 
几何 学 的 方法 来 处 理 各 种 数学 问题 。16 世纪 代数 学 有 了 较 大 的 发 展 , 但 人 们 把 代数 和 几何 
严格 地 区 分 开 来 ,例如 塔 塔 利 亚 坚持 要 区 别 数 的 运算 和 几何 图 形 的 运算 。 韦 达 也 认为 数 的 
和 学 和 几何 量 的 科学 是 平行 的 ,但 是 有 区 别 的 , 连 牛顿 也 反对 把 几何 和 代数 混 消 起 来 。 这 种 
情况 反映 了 数学 的 分 化 和 各 学 科 深 入 发 展 的 需要 。 

解析 几何 把 几何 和 代数 结合 起 来 ,几何 概念 可 用 代数 方式 表示 ,几何 的 目标 ,可 通过 代 
数 达 到 ; 反 过 来 ,给 代数 语言 以 几何 的 解释 ,使 代数 语言 变 得 直观 ,易于 理解 。 解 析 几 何 是 
近代 统一 数学 的 第 一 次 尝试 , 它 符合 数学 发 展 的 规律 ,所 以 它 有 力 地 促进 了 数学 理论 的 发 展 
和 数学 在 科学 及 实践 中 的 应 用 。 


3 从 透视 学 到 射影 几何 


3.1 射影 几何 的 由 来 


在 古 希腊 数学 家 的 工作 中 ,已 略 见 射影 几何 的 端倪 。 阿 波 罗 尼 奥 斯 已 经 知道 完全 四 边 
形 的 调和 性 。 巴 布什 的 著作 中 已 有 了 对 合 概念 ,著名 的 巴 布 什 定理 就 是 他 的 研究 成 果 。 梅 
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涅 劳 斯 定理 无 论 在 初等 几何 .解析 几何 还 是 射影 几何 中 都 是 著名 的 定理 。 

16 世纪 欧洲 数学 家 中 很 多 人 关心 阿波 罗 尼 奥 斯 的 (圆锥 曲线 论 ) 第 8 卷 的 恢复 与 整理 ， 
圆锥 曲线 在 天 文学 上 的 应 用 ,促使 人 们 需要 重新 审视 希腊 人 的 圆锥 曲线 ,以 及 其 他 高 等 曲 
线 。 光 学 本 是 希腊 人 的 兴趣 之 一 ,也 是 由 于 天 文 观测 的 需要 , 它 又 日 益 成 为 文艺 复兴 时 期 的 
一 个 重要 课题 。 不 过 文艺 复兴 时 期 给 人 印象 最 深 的 几何 创造 其 动力 却 来 自 于 艺术 。 

中 世纪 宗教 绘画 具有 象征 性 和 超 现实 性 。 而 文艺 复兴 时 期 ,描绘 现实 世界 成 为 绘画 的 
重要 目标 ,这 就 使 画家 们 在 将 三 维 现实 世界 绘制 到 二 维 的 画布 上 时 ,面临 这 样 一 些 问 题 : 

《1) 一 个 物体 的 同一 投影 的 两 个 截 影 有 什么 共同 的 性 质 ? 

《2) 从 两 个 光源 分 别 对 两 个 物体 投影 得 同一 物 影 ,那么 这 两 个 物体 有 何 共 同 的 几何 
性 质 ? 

画家 们 所 摘出 来 的 聚焦 透视 法 体系 , 它 的 基本 思想 是 投影 和 截面 取景 原理 。 人 眼 被 当 
作 一 个 点 ,由 此 出 发 来 观察 实景 。 从 实景 上 各 点 出 发 , 通 往 人 眼 的 光线 形成 一 个 投射 锥 。 根 
据 这 一 体系 ,画面 本 身 必 含有 投射 锥 中 的 一 个 截 景 ,从 数学 上 讲 , 这 截 景 就 是 一 个 平面 与 投 
射 锥 相 截 的 一 部 分 截面 。 

如 图 1-10 所 示 , 现 设 人 眼 在 O 处 观察 水 平面 0 
上 的 一 个 矩形 ABCD。 从 O 到 和 矩形 四 边 上 各 点 的 : 
连 线 便 形 成 一 个 投射 棱锥 ,其 中 OA,OB,OC 及 OD 
是 四 根 典 型 直线 。 若 人 眼 和 和 抢 形 间 播 人 一 个 平面 ， 
则 投射 锥 上 诸 直 线 将 穿 过 那个 平面 ,并 在 其 上 勾画 
出 四 边 形 A'B'C’D’。 由 于 截面 ( 截 景 )A’B'C’D’ 
对 人 有 眼 产 生 的 视觉 印象 和 原 和 矩形 一 样 ,所 以 人 们 
自然 要 问 : 截 景 和 原 矩 形 有 什么 公共 的 几何 性 质 ? 
从 直观 上 看 ,原形 和 截 景 既 不 重合 又 非 相 似 , 它 们 
也 不 会 有 相同 的 面积 。 事 实 上 , 截 景 未 必 是 个 人 
矩形 。 

这 问题 的 一 个 推广 是 : 和 
个 不 同 的 截 景 ,它们 有 什么 共同 的 性 质 ? 

这 问题 还 可 以 进一步 推广 。 设 和 矩形 ABCD 是 从 两 个 不 同 的 点 O” 二 于 是 就 

有 两 个 投射 锥 ,一 个 由 O' 及 和 矩形 确定 ,第 二 个 由 CF 及 矩形 确定 。 若 在 每 个 投射 锥 里 各 取 一 
截 景 , 则 由 于 每 一 截 景 应 与 矩形 有 某 些 共同 的 几何 性 质 , 则 此 两 截 景 也 应 有 某 些 共同 的 几何 
性 质 。 

17 世纪 的 一 些 几 何 学 者 就 开始 找 这些 问 题 的 答案 。 他 们 把 所 获得 的 方法 和 结果 看 成 
是 欧 几 里 得 几何 的 一 部 分 。 然 而 ,这 些 方 法 和 结果 大 大 丰富 了 欧 几 里 得 几何 的 内 容 , 但 其 本 
身 却 是 几何 一 个 新 分 支 的 开端 ,这 个 分 支 到 了 19 世纪 就 被 人 称 为 射影 几何 。 


对 于 透视 法 所 产生 的 问题 从 数学 上 直接 给 予 解 答 的 第 一 个 人 是 德 沙 格 Q。 他 第 一 次 将 
圆锥 曲线 看 成 圆 的 透视 图 形 。 他 用 透视 方法 研究 几何 学 ,涉及 无 穷 远 元 素 ,奠定 了 射影 空间 
的 基础 ,并 且 使 射影 变换 成 为 可 能 。 他 还 研究 了 直线 上 点 列 的 对 合 , 并 证 明了 关于 通过 四 个 
不 动 中 心 的 圆锥 曲线 束 与 直线 相交 得 到 对 合 的 及 一 般 的 定理 。 他 关于 透视 三 角形 的 德 沙 格 
定理 更 是 众所周知 的 。 他 的 工作 为 综合 射影 几何 打下 了 基础 。 他 希望 证 明 阿 波 罗 尼 奥 斯 贺 
锥 曲线 定理 而 着 手 研究 投影 法 。1636 年 ,他 发 表 了 第 一 篇 关于 透视 法 的 论文 ,但 他 的 主要 
著作 则 是 1639 年 发 表 的 《 试 论 锥 面 截 一 平面 所 得 结果 的 初稿 》, 书 中 引入 70 多 个 射影 几何 
术语 ,其 中 一 些 相当 古怪 ,如 投影 线 叫 “ 棕 >, 标 有 点 的 直线 叫 “于 ”, 其 上 有 三 点 成 对 合 关系 的 
直线 叫 “ 树 ”等 。 使 得 他 的 书 聊 涩 难 懂 , 因 而 影响 很 小 。 但 这 部 著作 确实 充满 了 创造 性 的 思 
想 ,其 中 之 一 就 是 他 从 焦点 透视 的 投影 与 截 影 原理 出 发 ,对 平行 线 引 入 无 穷 远 点 的 概念 , 继 
而 获得 无 穷 远 线 的 概念 。 

德 沙 格 等 人 把 这 种 投影 分 析 方 法 和 所 获得 的 结果 , 视 为 欧 几 里 得 几何 的 一 部 分 ,从 而 在 
17 世纪 人 们 对 二 者 不 加 区 分 。 但 应 当 认 识 到 ,当时 由 于 这 一 发 现 而 诱发 了 一 些 新 的 思想 和 
观点 : 

(1) 一 个 数学 对 象 从 一 个 形状 连续 变化 到 另 一 形状 ; 

(2) 变换 与 变换 不 变性 ; 

(3) 几何 新 方法 一 一 仅 关 心 几何 图 形 的 相交 与 结构 关系 ,不 涉及 度量 。 

另 一 位 著名 法 国 几 何 学 家 帕斯卡 于 16 岁 时 写 出 了 《圆锥 曲线 研究 的 实验 )》, 给 出 了 圆锥 
曲线 的 内 接 六 角形 的 著名 的 帕斯卡 定理 。 他 把 这 个 定理 称 为 “神秘 的 六 角形 ”, 并 得 到 400 
个 推论 。 

不 过 17 世纪 数学 家 们 的 时 尚 是 理解 自然 和 控制 自然 ,用 代数 方法 处 理 数学 问题 一 般 更 
为 有 效 ,也 特别 容易 获得 实践 所 需 的 定量 结果 。 而 射影 几何 学 家 的 方法 是 综合 的 ,而 且 得 出 
的 结果 也 是 定性 的 ,不 那么 有 用 。 因 此 ,射影 几何 产生 后 不 久 ,很 快 就 让 位 于 代数 .解析 几何 
和 微 积分 , 终 由 这 些 学 科 进 一 步 发 展 出 在 近代 数学 中 占 中 心地 位 的 其 他 学 科 。 德 沙 格 . 帕 斯 
卡 等 人 的 工作 与 结果 也 靳 被 人 们 所 遗忘 , 迟 至 19 世纪 才 又 被 人 们 重新 发 现 。 


3.2 射影 几何 的 发 展 
非 欧 几 里 得 几何 揭示 了 空间 的 弯曲 性 质 ,将 平 直 空间 的 欧 氏 几何 变 成 了 某 种 特例 。 实 


际 上 ,如 果 将 欧 几 里 得 几何 限制 于 其 原先 的 含义 一 一 三 维 .、 平 直 、 刚 性 空间 的 几何 学 ,那么 
19 世纪 的 几何 学 就 可 以 理解 为 一 场 广义 的 “ 非 欧 ”运动 : 从 三 维 到 高 维 ; 从 平 直 到 弯曲 ; ……. 


@ 德 沙 格 (G. Desargues,1591 一 1661)。 原 是 法 国 陆 军 军官 ,后 来 成 为 工程 师 和 建筑 师 , 靠 自学 成 名 。 


而 射影 几何 学 ?的 发 展 ,又 从 另 一 个 方向 使 “神圣 ”的 欧 氏 几何 再 度 “ 降 格 ” 为 其 他 几何 的 特例 。 

在 19 世纪 以 前 ,射影 几何 一 直 是 在 欧 氏 几何 的 框架 下 被 研究 的 ,其 早期 开拓 者 德 沙 格 、 
帕斯卡 等 主要 是 以 欧 氏 几何 的 方法 处 理 问 题 ,并 且 他 们 的 工作 由 于 18 世纪 解析 几何 与 微 积 
分 发 展 的 洪流 而 被 人 遗忘 。 到 18 世纪 末 与 19 世纪 初 , 蒙 日 的 ( 画 法 几何 学 》 以 及 蒙 日 学 生 
卡 诺 等 人 的 工作 ,重新 激发 了 人 们 对 综合 射影 几何 的 兴趣 。 不 过 ,将 射影 几何 真正 变革 为 具 
.有 自己 独立 的 目标 与 方法 的 学 科 的 数学 家 ,是 曾 受 教 于 丝 日 的 庞 斯 列 @。 庞 斯 列 1822 年 出 
版 了 《 论 图 形 的 射影 性 质 》, 这 部 著作 立即 掀起 了 19 世纪 射影 几何 发 展 的 巨大 波澜 , 带 来 了 
这 门 学 科 历 史上 的 黄金 时 期 。 与 德 沙 格 和 帕斯卡 等 不 同 , 庞 斯 列 并 不 限于 考虑 特殊 问题 。 
他 探讨 的 是 一 般 问 题 ; 图 形 在 投射 和 截 影 下 保持 不 变 的 性 质 ,这 也 成 为 他 以 后 射影 几何 研 
究 的 主题 。 由 于 距离 和 交角 在 投射 和 截 影 下 会 改变 , 庞 斯 列 选择 并 发 展 了 对 合 与 调和 点 列 
的 理论 而 不 是 以 交 比 的 概念 为 基础 。 与 他 的 老师 蒙 日 也 不 同 , 虎 斯 列 采用 中 心 投 影 而 不 是 
平行 投影 ,并 将 其 提高 为 研究 问题 的 一 种 方法 。 在 实现 射影 几何 目标 的 一 般 研究 中 ,有 两 个 
基本 定理 扮演 了 重要 角色 。 

首先 是 连续 性 定理 , 它 涉 及 通过 投影 或 其 他 方法 把 某 一 图 形变 换 成 另 一 图 形 的 过 程 中 
的 几何 不 变性 。 作 为 这 个 原理 的 一 个 例子 , 庞 斯 列举 了 圆 内 交 弦 的 截 段 之 积 相等 的 定理 , 妆 
交点 位 于 圆 的 外 部 时 , 它 就 变 成 了 割 线 的 截 段 之 积 的 相等 关系 。 而 如 果 其 中 的 一 条 割 线 变 
成 圆 的 切线 ,那么 这 个 定理 仍然 成 立 , 只 不 过 要 把 这 条 割 线 的 截 段 之 积 换 成 切线 的 平方 (如 
图 1-11)。 


1 


这 个 原理 卡 诺 也 曾 几 过 ,但 庞 斯 列 将 它 发 展 到 包括 无 穷 远 点 的 情形 。 因 此 ,我 们 总 可 以 
说 两 条 直线 是 相交 的 ,交点 或 者 是 一 个 普通 的 点 ,或 者 是 一 个 无 穷 远 处 的 点 (平行 线 的 情 
形 )。 除 了 无 穷 远 元 素 , 庞 斯 列 还 利用 连续 性 原理 来 引入 虚 元 素 。 例 如 两 个 相交 的 圆 ,其 公 
共 弦 当 两 圆 逐 渐 分 离 并 变 得 不 再 相交 时 ,就 成 为 虚 的 。 无 穷 远 元 素 与 虚 元 素 在 庞 斯 列 为 达 
到 射影 几何 的 一 般 性 工作 中 发 挥 了 重要 作用 。 


@ ”射影 几何 学 ,研究 图 形 的 射影 性 质 , 即 它们 经 过 射影 变换 不 变 的 性 质 。- 一 度 也 叫做 投影 几何 学 ， 在 经 典 几何 学 
中 ,射影 几何 处 于 一 种 特殊 地 位 ,通过 它 可 以 把 其 他 一 些 几 何 联系 起 来 。 
”名 庞 斯 列 (J.V. Poncelet,1788 一 1867)。 曾 任 拿破仑 远征 军 的 工兵 中 尉 ,1812 年 莫斯科 战役 法 军 溃 败 后 被 分 , 度 过 
了 两 年 铁窗 生活 。 


庞 斯 列强 调 的 另 一 个 原理 是 对 偶 原 理 。 射 影 几 何 的 研究 者 们 曾 注意 到 ,平面 图 形 的 
“点 * 和 “ 线 ” 之 间 存 在 着 异乎 寻常 的 对 称 性 ,如 果 在 它 所 涉及 的 定理 中 ,将 “点 ” 换 成 “ 线 ”, 同 
时 将 “ 线 ” 换 成 “点 ”, 那 么 就 可 以 得 到 一 个 新 的 定理 。 

例如 考虑 著名 的 帕斯卡 定理 : 如 果 将 一 圆锥 曲线 的 6 个 点 看 成 是 一 个 六 边 形 的 顶点 ， 
那么 相对 的 边 的 交点 共 线 。 

它 的 对 偶 形 式 则 是 ， 

如 果 将 一 辆 锥 曲线 的 6 条 切线 看 成 是 一 个 六 边 形 的 边 , 那 么 相对 的 顶点 的 连 线 共 点 。 

庞 斯 列 射影 几何 工作 中 很 重要 的 一 部 分 ,就 是 为 建立 对 偶 原 理 而 发 展 了 配 极 的 一 般 理 
论 。 他 深入 研究 了 圆锥 曲线 的 极点 与 极 线 的 概念 ,给 出 了 从 极点 到 极 线 和 从 极 线 到 极点 的 
变换 的 一 般 表 述 。 

与 庞 斯 列 用 综合 的 方法 为 射影 几何 黄 基 的 同时 ,德国 数学 家 默 比 鸟 斯 和 普 昌 克 开创 了 
射影 几何 研究 的 解析 (或 代数 ?途径 ， 

到 了 1850 年 前 后 ,数学 家 们 对 于 射影 几何 与 欧 氏 几何 在 一 般 概念 与 方法 上 已 作出 了 区 
别 ,但 对 这 两 种 几何 的 逻辑 关系 仍 不 其 了 了 。 即 使 是 综合 派 的 著作 中 也 依然 在 使 用 长 度 的 
概念 ,例如 作为 射影 几何 中 心 概念 之 一 的 交 比 ,就 一 直 是 用 长 度 来 定义 的 ,但 长 度 在 射影 变 
换 下 会 发 生 改变 ,因而 不 是 射影 概念 。 数 学 家 施 陶 特 指出 ; 射影 几何 的 概念 在 逻辑 上 要 先 
于 欧 氏 几何 概念 ,因而 射影 几何 比 欧 氏 几 何 更 基本 。 施 陶 特 的 工作 鼓舞 了 英国 数学 家 凯 莱 
和 普 昌 克 的 学 生 克 莱 因 进一步 在 射影 几何 概念 基础 上 建立 欧 氏 几何 乃至 非 欧 几何 的 度量 性 
质 ,明确 了 欧 氏 几何 与 非 欧 几 何 都 是 射影 几何 的 特例 ,从 而 为 以 射影 几何 为 基础 来 统一 各 种 
几何 学 铺 平 了 道路 。 

此 外 ,射影 几何 进入 中 国 ,归功 于 数学 教育 家 、 几 何 学 家 姜 立 夫 教 授 。 早 在 1916 年 ,他 
就 在 当时 的 《科学 》 杂 志 上 发 表 《 形 学 歧义 》, 率 先 将 射影 几何 介绍 给 国人 。 他 亲自 从 事 射 影 
几何 等 数学 课程 的 教学 ,他 还 将 大 几何 学 家 嘉 当 阐述 正 交 标 架 法 和 外 微分 法 的 各 著 《 黎 曼 几 
何 学 ?介绍 到 中 国 ,为 我 国 几何 学 发 展 作出 了 重要 贡献 。 

我 国 著名 数学 家 苏 步 青 教授 在 学 生 时 代 就 发 表 了 《关于 Fekete 定理 的 注 记 》 的 出 色 论 
文 。 从 1928 年 起 ,他 陆续 发 表 了 《 仿 射 空 间 曲 面 论 》《 射 影 曲线 概论 》《 射 影 曲面 概论 》《 射 
影 共 轧 网 概论 ) 等 专著 和 大 量 论文 。 在 我 国 他 首先 用 分 析 工 具 研究 仿 射 和 射影 几何 ,并 在 这 
个 领域 作出 了 杰出 贡献 。 他 亲自 参加 高 等 几何 的 教学 工作 , 写 出 了 《高 等 几何 讲义 和 《射影 
几何 五 讲 》 等 教科 书 , 直 到 80 岁 高 龄 还 为 中 学 数学 教师 讲授 射影 几何 知识 。 苏 步 青 教授 是 
我 国 几何 领域 的 代表 人 物 ,他 的 奋斗 史 是 我 国 几何 发 展 史 的 重要 组 成 部 分 。 

20 世纪 中 叶 , 国 际 数学 界 刊 起 了 一 股 轻视 几何 的 风 , 这 股 风 也 萝 延 到 中 国 。 因 此 ,50 年 
代 末期 ,师范 院 校 的 几何 课 被 大 大 削弱 。 在 一 些 大 学 ,射影 几何 被 取消 ,再 加 上 “文化 大 革 
命 ” 十 年 浩劫 ,射影 几何 的 研究 和 教学 濒临 天 折 。20 世纪 60 年 代 , 随 着 拓扑 学 和 微分 流 形 
理论 的 发 展 ,基础 数学 呈现 出 综合 的 倾向 ,一 些 好 的 新 成 果 综 合 了 分 析 、 代 数 和 几何 的 最 新 
成 就 ,人 们 再 次 认识 到 几何 学 不 能 被 前 弱 。1982 年 9 月 在 沈阳 召开 的 中 国 数学 理事 会 上 ， 


作出 了 加 强 几何 分 支 的 决定 ,要 求 高 师 开 设 好 高 等 几何 课 ( 主 要 内 容 为 射影 几何 ) ,综合 大 学 
要 在 解析 几何 课 中 加 进 射影 几何 的 内 容 。1983 年 以 后 ,陆续 出 版 了 一 批 这 方面 教材 。 

近 三 四 十 年 来 , 仿 射 微分 几何 取得 了 辉煌 的 成 就 ,主要 表现 在 非常 深入 、 复 杂 的 完备 仿 
射 球 分 类 的 完成 。 著 名 华裔 数学 家 邱 成 桐 、. 郑 绍 远 教授 在 这 方面 作出 了 杰出 贡献 。 


3.3 平面 射影 几何 公理 体系 


第 一 组 ”接合 公理 

I， 通过 两 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 直线 ; 

I。 两 条 直线 通过 一 点 且 仅 一 点 ; 

I。 存在 四 点 ,其 中 无 三 点 共 线 ; 

I，【〔 德 沙 格 定理 ) 若 人 ABC 与 人 A’B'C’ 中 对 应 顶点 的 连 线 AA ,BB ,CC' 共 点 ， 则 对 
应 边 的 交点 P=BCNMnB'C’,Q==CANMNCA',R==ABNMA'B’ 共 线 。 

欧 氏 几何 的 顺序 公理 所 用 的 基本 概念 是 “ 介 于 ?或 “在 …… 之 间 ”。 可 是 ,射影 直线 是 闭 
合 的 ,如 像 一 个 圆 ,其 上 任意 一 点 总 是 介 于 其 他 两 点 之 间 的 。 因 此 射影 直线 上 的 顺序 公理 不 
得 不 换 一 个 新 的 基本 概念 。 人 们 用 “分隔 "这 个 名 词 。 射 影 直线 上 一 对 点 A,B 如 果 被 另 
一 对 点 C ,了 分 隔 , 就 写作 A,B =C ,了 ,如 果 不 被 分 隔 就 写作 4,B 汪 C,D。 

. 第 二 组 ”顺序 公理 

HH 车 A,B =-C,D, 则 A,B,C,D 共 线 而 互 蜡 。 

HH 着 三 点 有 ,B,C 共 线 4, 则 ww 上 必 有 一 点 DD 使 有 A,B <+C,D。 

1; 若 A,B :C,D, 则 B,A =C,D 且 C,D +A,B( 即 两 对 边 的 分 隔 是 相互 的 ,地 位 是 
均等 的 ,每 一 对 的 两 个 点 的 地 位 也 是 均等 的 ) 。 

I， 车 A,B,C,D 为 共 线 而 互 异 的 四 点 , 则 有 唯一 方法 将 它们 分 成 相互 分 隔 的 两 对 。 


A,B +C,D 
I; 车 A,B,C,D,E 为 wu 上 五 点 ,有 | , 则 4A,B 一 万 ,三 。 
A 


EE 
“B= 


A, 了 一 CD 
I | ; 则 A,B~D,E, 
A E 


I ， 中 心 射影 将 分 隔 的 两 对 点 变 为 分 隔 的 两 对 点 ,将 不 分 隔 的 两 对 点 变 为 不 分 隔 的 两 
第 三 组 ”连续 公理 
从 接合 公理 和 顺序 公理 推出 直线 上 有 无 穷 多 个 点 ,它们 构成 的 集合 跟 有 理 数 集合 成 一 


Q@ 射影 直线 上 互 异 的 四 点 A,B,C,D, 若 有 (AB,CD) 一 5 是 E<0, 则 称 A,B 这 一 对 点 分 隔 C,DD 这 一 对 点 。 车 
(4B,CD)>0 则 称 A,B 这 一 对 点 不 分 陋 C,DD 这 一 对 点 ，。 


一 对 应 。 由 这 些 点 不 能 构成 连续 直线 。 为 此 ,引进 连续 公理 : 
设 直 线 上 两 点 A,B 将 直线 分 为 两 线段 , 取 定 其 中 一 个 。 将 这 一 线段 上 的 所 有 点 分 作 两 
类 ,A 属 第 一 类 ,B 属 第 二 类 。 以 X 表示 第 一 类 中 A 以 外 的 任 一 点 ,以 Y 表示 第 二 类 中 8B 
以 外 的 任 一 点 。 车 对 于 任意 一 对 点 羡 与 Y 总 有 人 入,Y +X ,日 , 则 所 取 线 段 上 必 有 一 点 C( 或 
属 第 一 类 ,或 属 第 二 类 ) 存 在 ,使 得 对 于 C 以 外 的 任 一 对 点 X 和 Y, 总 有 
AC-X,Y; C,B ~X,Y., 


4 非 欧 几 何 的 产生 与 非 欧 几何 公理 体系 


4.1 非 欧 几何 的 产生 背景 


非 欧 几 何 的 起 源 可 以 追溯 到 人 们 对 欧 几 里 得 平行 公设 的 怀疑 。 从 古 希 腊 时 代 到 公元 
1800 年 间 ,数学 家 们 虽然 一 直 坚 信 欧 氏 几 何 的 完美 与 正确 ,但 是 欧 氏 几何 的 所 有 公设 中 , 唯 
独 平行 公设 显得 比较 特殊 。 它 的 叙述 不 像 其 他 公设 那样 简洁 、 明 了 ,当时 就 有 人 怀疑 它 不 像 
一 个 公设 而 更 像 是 一 个 定理 ,于 是 许多 数学 家 都 尝试 根据 欧 几 里 得 的 其 他 公理 去 证 明 欧 几 
里 得 平行 公理 ,结果 都 归 失 败 。 

就 连 欧 几 里 得 本 人 对 这 条 公设 似乎 也 心 存 犹 入 ,并 竭力 推迟 它 的 使 用 ,在 《原本 》 中 ,一 
直到 第 1 卷 命题 29 才 不 得 不 利用 它 。 历 史上 第 一 个 证 明 第 五 公设 的 重大 尝试 是 古 希 腊 天 
文学 家 托 勒 玫 做 出 的 ,后 来 普 洛 克 重 斯 指出 托 勤 玫 的 “证 明 ? 无 意 中 假定 了 过 直线 外 一 点 只 
能 作 一 条 直线 平行 于 该 直线 ,这 个 与 第 五 公设 等 价 的 命题 。 

阿拉 伯 数 学 家 在 评注 4 原本 的 过 程 中 ,对 第 五 公设 产生 了 兴趣 。 不 少 人 试图 证 明 这 条 
公设 ,如 焦 赫 里 、 塔 比 ， 伊 本 ， 库 拉 、 伊 本 ， 海 塞 姆 .奥马 ， 海 亚 姆 以 及 纳西 尔 ， 丁 等 人 。 奥 
马 。 海 亚 姆 在 其 《 辨 明 欧 几 里 得 公设 中 的 难点 》(1077) 中 ,试图 证 明 平 行 公设 。 其 做 法 是 , 作 
DA 和 CB 同时 垂直 于 AB, 且 令 DA=CB, 构 造 一 个 四 边 形 ABCD。 首 先 证 明 人 ADC= 
BCD。 它 们 的 大 小 存在 三 种 情况 : 直角 ; 钝 角 ; 锐角 。 他 用 反 证 法 ,说 明了 后 两 种 情形 所 
出 现 的 矛盾 ,等 价 于 证 明了 第 五 公设 。 他 在 证 明 过 程 中 ,实际 上 引用 了 与 第 五 公设 等 价 的 假 
设 ; 两 条 直线 如 果 越 来 越 近 ,那么 它们 必定 在 这 个 方向 上 相交 。 

奥马 ， 海 亚 姆 的 证 明 被 纳西 尔 。 丁 所 继承 ,纳西 尔 。 丁 在 他 的 两 种 人 原本》 译注 中 都 讨 
论 了 平行 公理 ,其 ( 令 人 满意 的 论著 } 一 书 是 关于 平行 公设 研究 的 专著 。 对 于 奥马 。 海 亚 姆 
的 四 边 形 , 他 也 通过 证 明 人 ADC== 人 BCD=90°, 以 推出 第 五 公设 。 为 此 ,纳西 尔 ， 丁 也 用 
反 证 法 考虑 : 若 人 BCD 为 钝 角 , 则 可 作 CELDC, 有 人 CEA>> 人 人 CBA 二 90°, 为 钝 角 , 故 又 可 
作 EF 1 AB, 同 理 人 EFD 为 钝 角 , 显然 BC<CE( 直 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 )。 如 此 一 直 
作 下 去 ,有 BC<CE 过 EF 过 FG 过 GH 过 HI<…, 这 些 折线 向 左 越 来 越 大 ,最 后 必然 大 于 
DA ,于 是 出 现 矛 盾 。 从 而 证 明了 ADC= 一 BCD=90"。 实 际 上 ,纳西 尔 . 丁 的 证 明 没有 考虑 
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到 折线 向 左 延展 过 程 中 , 越 来 越 密 , 以 至 永远 不 能 超过 AB 的 中 点 ,更 不 用 说 到 达 DA 的 边 。 
”文艺 复兴 时 期 对 希腊 学 术 兴趣 的 恢复 使 欧洲 数学 家 重新 关注 起 第 五 公设 。 在 17 世纪 
研究 过 第 五 公设 的 数学 家 有 沃 利 斯 等 。 但 每 一 种 “证 明 ” 要 么 隐 含 了 另 一 个 与 第 五 公设 等 价 
的 假设 ,要 么 存在 着 其 他 形式 的 推理 错误 。 而且, 这 类 工作 中 的 大 多 数 对 数学 思想 的 进展 没 
有 多 大 的 现实 意义 。 因 此 ,在 18 世纪 中 时 , 达 朗 贝尔 曾 把 平行 公设 的 证 明 问题 称 为 “几何 原 
理 中 的 家 丑 ”。 但 就 在 这 一 时 期 前 后 ,对 第 五 公设 的 研究 开始 出 现 有 意义 的 进展 。 在 这 方面 
的 代表 人 物 是 意大利 数学 家 萨 凯 里 、 德 国 数学 家 克昌 格 尔 和 瑞士 数学 家 兰 伯 特 。 

萨 凯 里 首先 使 用 归 雇 法 来 证 明 平行 公设 。 他 在 一 本 名 叫 
《 欧 几 里 得 无 全 可 击 》 的 书 中 ,从 著名 的 “ 萨 凯 里 四 边 形 ?出 发 
来 证 明 平行 公设 。 萨 凯 里 四 边 形 是 一 个 等 腰 双 直角 四 边 形 ， 
如 图 1-12 所 示 ,其 中 AC 一 BD, 人 A 一 人 B 且 为 直角 。 

不 用 平行 公设 容易 证 明 人 C= 一 D。 萨 遍 里 指出 , 顶 角 具 
有 三 种 可 能 性 并 分 别 将 它们 命名 为 ee 

直角 假设 LC 和 人 DD 是 直角 ; 

钝 角 假 设 ， LC 和 人 DD 是 印 角 ; 

锐角 假设 ， 人 C 和 人 DD 是 锐角 。 

可 以 证 明 ,直角 假设 与 第 五 公设 等 价 。 萨 凯 里 的 计划 是 证 明 后 两 个 假设 可 以 导致 矛盾 ， 
根据 归 雇 法 就 只 剩 第 一 个 假设 成 立 ,这 样 就 证 明了 第 五 公设 。 萨 饥 里 在 假定 直线 为 无 线 长 
的 情况 下 ,首先 由 钝 角 假设 推出 了 矛盾 ,然后 考虑 锐角 假设 ,在 这 一 过 程 中 他 获得 了 一 系列 
新 奇 有 趣 的 结果 ,如 三 角形 三 内 角 之 和 小 于 两 个 直角 ; 过 给 定 直线 外 一 给 定点 ,有 无 穷 多 条 
直线 不 与 该 给 定 直线 相交 ,等 等 。 虽 然 这 些 结果 实际 上 并 不 包含 任何 矛盾 ,但 萨 凯 里 认为 它 
们 太 不 合 情 理 , 便 以 为 自己 道 出 了 矛盾 而 判定 锐角 假设 是 不 真实 的 。 

萨 凯 里 的 工作 激发 了 数学 家 们 进一步 的 思考 。1763 年 ,克昌 格 尔 在 其 博士 论文 中 首先 
指出 萨 山里 的 工作 实际 上 并 未 导出 矛盾 ,只 是 得 到 了 似乎 与 经 验 不 符 的 结论 。 克 日 格 尔 是 
第 一 个 对 平行 公设 能 够 由 其 他 公理 加 以 证 明 表示 怀疑 的 数学 家 。 他 的 见解 启发 兰 伯 特 对 这 
一 问题 进行 更 加 深入 的 探讨 。1766 年 , 兰 伯 特 写 出 了 《平行 线 理论 ) 一 书 。 在 书 中 ,他 也 像 
萨 凯 里 那样 考虑 了 一 个 四 边 形 ,不 过 他 是 从 一 个 三 直角 四 边 形 出 发 ,按照 第 四 个 角 是 直角 、 
印 角 还 是 锐角 做 出 了 三 个 假设 。 由 于 钝 角 假设 导致 矛盾 ,所 以 他 很 快 就 放弃 了 。 与 萨 饥 里 
不 同 的 是 , 兰 伯 特 并 不 认为 锐角 假设 导出 的 结论 是 矛盾 ,而 且 他 认识 到 一 组 假设 如 果 不 引起 
矛盾 的 话 ,就 提供 了 一 种 可 能 的 几何 。 因 此 , 兰 伯 特 最 先 指 出 了 通过 替换 平行 公设 而 展开 新 
的 无 矛盾 的 几何 学 的 道路 。 萨 山里、 克昌 格 尔 和 兰 伯 特 等 ,都 可 以 看 成 是 非 欧 几何 的 先行 
者 。 然 而 ,他 们 走 到 了 非 欧 几 何 的 门槛 前 , 却 由 于 各 自 不 同 的 原因 或 者 却步 后 退 ,或 者 徘徊 
不 前 。 突 破 具有 两 千年 根基 的 欧 氏 几 何 传统 的 束缚 ,需要 更 高 大 的 巨人 。 

直到 18 世纪 末 , 几 何 领域 仍然 是 欧 几 里 得 一 统 天 下 。 解 析 几 何 改变 了 几何 研究 的 方 
法 ,但 没有 从 实质 上 改变 欧 氏 几何 本 身 的 内 容 。 解 析 方 法 的 运用 ,虽然 在 相当 长 的 时 间 内 冲 
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淡 了 人 们 对 综合 几何 的 兴趣 ,但 欧 几 里 得 几何 作为 数学 严格 性 的 典范 始终 保持 着 神圣 的 地 
位 。 许 多 数学 家 都 相信 欧 几 里 得 几何 是 绝对 真理 。 例 如 巴 罗 就 曾 列举 8 点 理由 来 肯定 欧 氏 
几何 ,说 它 概念 清晰 ; 定义 明确 ; 公理 直观 可 靠 而 且 普 遍 成 立 ; 公设 清楚 可 信 且 易于 想象 
公理 数目 少 ; 引出 量 的 方式 易于 接受 ; 证 明 顺 序 自然 ; 避免 未 知事 物 , 他 因而 竭力 主张 将 数 
学 包括 微 积分 都 建立 在 几何 基础 之 上 。17、18 世纪 的 哲学 家 从 霍 布 斯 、 洛 克 到 康德 ,也 都 从 
不 同 的 出 发 点 认为 欧 氏 几何 是 明白 的 和 必然 的 。 

19 世纪 ,德国 数学 家 高 斯 .俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 和 匈牙利 数学 家 波 尔 约 等 人 各 自 
独立 地 认识 到 这 种 证 明 是 不 可 能 的 ,也 就 是 说 平行 公理 是 独立 于 其 他 公理 的 ,并 且 可 以 用 不 
同 的 “平行 公理 ” 鞭 代 欧 几 里 得 平行 公理 而 建立 非 欧 几何 学 ， 高 斯 关于 非 欧 几 何 的 信件 和 笔 
记 在 他 生前 一 直 没 有 公开 发 表 ,只 是 在 1855 年 他 去 世 后 出 版 时 才 引 起 人 们 的 注意 。 罗 巴 切 
夫 斯 基 和 波 尔 约 分 别 在 1830 年 前 后 发 表 了 他 们 的 关于 非 欧 几 何 的 理论 。 在 这 种 新 的 非 欧 
几何 中 ,替代 欧 几 里 得 平行 公理 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 : 在 一 平面 上 ,过 已 知 直线 外 一 
点 至 少 有 两 条 直线 与 该 直线 共 面 而 不 相交 。 由 此 可 以 演绎 出 一 系列 全 新 的 无 矛盾 的 结论 。 
在 这 种 几何 里 ,三 角形 内 角 和 小 于 两 直角 。 当 时 罗 巴 切 夫 斯 基 称 这 种 几何 学 为 虚 几 何 学 ,后 
人 又 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ,简称 罗氏 几何 ,也 称 双 曲 几何 。 


4.2 非 欧 几何 的 形成 


非 欧 几何 的 形成 , 离 不 开 几 位 伟大 数学 家 的 突出 贡献 。 

在 非 欧 几何 正式 建立 之 前 , 它 的 技术 性 内 容 已 经 被 大 量 地 推导 出 来 。 但 最 先 认 识 到 非 
欧 几 何 是 一 种 逻辑 上 相 容 并 且 可 以 描述 物质 空间 、 像 欧 氏 几何 一 样 正确 的 新 几何 学 的 是 
高 斯 。 

高 斯 关于 非 欧 几 何 学 的 思想 最 早 可 以 追溯 到 1792 年 , 即 高 斯 15 岁 那 年 。 那 时 他 已 经 
意识 到 除 欧 氏 几何 外 还 存在 着 一 个 无 寥 辑 矛盾 的 几何 ,其 中 欧 氏 几何 的 平行 公设 不 成 立 。 
1799 年 他 开始 重视 开发 新 几何 的 内 容 , 并 在 1813 年 左右 形成 较 完整 的 思想 。 他 起 先 称 之 
为 “有 反 欧 几 里 得 几何 ”, 最 后 改称 为 “ 非 欧 几 里 得 几何 ”。 但 他 除了 在 给 朋友 的 一 些 信件 中 对 
其 非 欧 几何 的 思想 有 所 透露 外 ,生前 并 没有 发 表 过 任何 关于 非 欧 几何 的 论著 。 这 主要 是 因 
为 他 感到 自己 的 发 现 与 当时 流行 的 康德 空间 哲学 相抵 触 ,担心 世俗 的 攻击 。 他 曾 在 给 贝 塞 
尔 的 一 封 信 中 说 ; 如 果 他 公布 了 自己 的 这 些 发 现 , “黄蜂 就 会 围 着 耳 打 飞 ”, 并 会 “引起 波 启 
提 亚 人 的 叫 回 ”。 高 斯 深信 非 欧 几 何在 逻辑 上 相 容 并 确认 其 具有 可 应 用 性 。 虽 然 高 斯 生前 
没有 发 表 这 一 成 果 , 但 是 他 的 遗 稿 表明 ,他 是 非 欧 几何 的 创立 者 之 一 。 

匈牙利 数学 家 波 尔 约 ,1802 年 12 月 15 日 生 于 科 洛斯 堡 。1860 年 1 月 27 日 病逝 于 毛 
罗 什 殉 萨 尔 海 伊 。 他 的 父亲 ,数学 家 F. 波 尔 约 是 高 斯 的 好 友 。 在 父亲 的 指导 下 ,他 少年 时 
就 学 习 了 微 积分 和 分 析 力学 等 高 深 课程 ,喜好 数学 和 音乐 。1818 年 人 维也纳 皇家 工程 学 院 
接受 军事 教育 ,1822 年 毕业 后 在 军队 服役 10 年 ,其 间 坚 持 数 学 研究 ,创立 了 非 欧 几 里 得 几 


何 。 波 尔 约 受 父亲 的 影响 , 曾 试图 用 欧 几 里 得 的 《原本 》 中 的 其 他 公理 证 明 平 行 公理 。1820 
年 左右 转 而 潜心 研究 新 几何 学 的 构造 。1923 年 在 给 父亲 的 信 中 称 : 他 不 用 平行 公理 而 构 
造 了 一 种 几何 ,“ 从 无 到 有 ,我 创造 出 另 一 个 全 新 的 世界 ”。1825 年 ,他 给 父亲 看 了 他 关于 绝 
对 空间 理论 的 手稿 ,其 中 定义 的 绝对 空间 具有 如 下 结构 : 在 空间 的 平面 上 ,过 直线 外 一 点 有 
一 东 直 线 不 与 原 直 线 相 交 。 当 这 东 直 线 减少 为 一 条 时 ,该 空间 就 是 欧 几 里 得 空间 。1831 
年 ,F. 波 尔 约 将 手稿 寄 给 高 斯 ,高 斯 称道 波 尔 约 的 工作 ,但 表示 不 能 公开 赞扬 ,因为 他 自己 
早已 得 到 相同 的 结果 (未 发 表 ) , 波 尔 约 深 墩 失 去 了 优先 权 。1832 年 ,他 的 论文 作为 他 父亲 
的 一 本 讨论 数学 基础 的 初等 著作 的 附录 发 表 , 题 为 《解释 绝对 真实 的 空间 科学 的 附录 》 这 
是 他 生前 唯一 发 表 的 著作 ,但 未 引起 其 他 数学 家 的 关注 。 之 后 ,他 继续 研究 绝对 空间 中 的 三 
角形 和 球面 三 角形 的 关系 、 绝 对 空间 中 四 面体 的 体积 等 问题 。 


罗 巴 切 夫 斯 基 


图 1-13 


俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 ,1792 年 12 月 1 日 生 于 俄国 高 尔 基 城 ,1856 年 12 月 24 日 卒 
于 喀 山 。1816 年 罗 巴 切 夫 斯 基 像 前 人 一 样 尝试 证 明 第 五 公设 ,但 不 久 发 现 ,所 有 的 这 种 证 
明 都 无 法 逃脱 循环 论证 的 错误 。 于 是 ,他 做 出 这 样 的 假定 : 在 平面 上 ,过 直线 外 一 点 可 以 有 
多 条 直线 不 与 原 直 线 相 交 。 这 是 一 个 与 第 五 公设 对 立 的 命题 ,如 果 它 被 否定 , 那 无 异 于 证 明 
了 第 五 公设 。 但 是 ,他 发 现 不 仅 无 法 证 明 这 个 命题 ,而 且 将 它 与 绝对 几何 即 与 平行 公设 无 关 
的 几何 学 中 的 定理 一 起 展开 推论 ,可 以 得 到 一 系列 前 后 一 贯 的 命题 ,它们 构成 了 一 个 逻辑 合 
理 , 且 与 欧 氏 几何 彼此 独立 的 命题 系统 ,他 称 之 为 “ 虚 几 何 学 ”。 这 是 一 个 非 同 寻常 的 发 现 ， 
它 告诉 人 们 数学 允许 同时 成 立 两 个 对 立 的 公理 体系 ,而 且 这 种 对 立体 系 具有 同样 的 真理 性 。 
1826 年 2 月 23 日 罗 巴 切 夫 斯 基 以 《几何 学 原理 的 扼要 阐述 ,又 平行 线 定理 的 一 个 严格 
证 明 ?为 题 ,宣读 了 他 的 关于 非 欧 几何 的 论文 ,但 这 篇 革命 性 的 论文 没有 被 理解 而 未 予 通过 。 
1829 年 他 将 这 一 卓越 发 现 写 进 了 《 论 几 何 学 基础 》, 并 在 ¢ 喀 山 通报 》 上 发 表 。 以 后 又 用 法 文 
发 表 了 《 虚 几 何 学 》(1837) 。 用 德 文 写 了 《平行 线 理 论 的 几何 研究 》(1840) 。 最 后 一 本 用 俄 、 
-法 两 种 文字 写 的 《 泛 几 何 学 》, 在 他 逝世 前 一 年 发 表 。 
罗氏 几何 的 创立 没有 及 时 引起 重视 ,直到 他 去 世 后 12 年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 证 明 
了 在 欧 氏 空间 的 伪 球 面 上 有 着 片断 的 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几何 学 ,这 样 罗 氏 几 何在 欧 氏 空间 


的 曲面 上 得 到 解释 ,并 在 数学 上 得 到 确认 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 分 析 和 代数 学 方面 也 有 一 定 成 就 ,如 区 分 了 函数 的 可 微 性 与 连续 
性 的 概念 等 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 非 殉 几 何 的 基本 思想 与 高 斯 、. 波 尔 约 是 一 致 的 , 即 用 与 欧 几 里 得 第 五 公设 
相反 的 断言 : 通过 直线 外 一 点 ,可 以 引 不 止 一 条 而 至 少 是 两 条 直线 平行 于 已 知 直 线 , 作 为 蔡 
代 公设 ,由 此 出 发 进行 逻辑 推导 而 得 出 一 连 串 新 儿 何 学 的 定理 。 罗 巴 切 夫 斯 基 上 明确 指出 ,这 
些 定理 并 不 包含 矛盾 ,因而 它 的 总 体 就 形成 了 一 个 逻辑 上 可 能 的 、 无 矛盾 的 理论 ,这 个 理论 
就 是 一 种 新 的 几何 学 一 一 非 欧 几 里 得 几何 学 。 

非 欧 几 何 的 诞生 ,是 自 希腊 时 代 以 来 数学 中 一 个 重大 的 革新 步骤 。 高 斯 确实 看 到 了 非 
欧 几何 的 最 富 于 变革 性 的 含义 。 非 欧 几 何 诞生 的 第 一 步 就 在 于 认识 到 : 平行 公理 不 能 在 其 
他 九条 公理 的 基础 上 证 明 。 它 是 独立 的 命题 ,所 以 可 以 采取 一 个 与 之 矛盾 的 公理 并 发 展 成 
为 全 新 的 几何 ,这 是 高 斯 和 其 他 人 做 的 。 但 是 高 斯 已 经 认识 到 欧 几 里 得 几何 并 非 必 然 是 物 
质 空间 的 几何 , 亦 即 并 非 必然 的 公理 性 ,把 几何 和 力学 相提并论 ,并 断言 真理 性 的 品质 必须 
限于 算术 (及 其 在 分 析 中 的 发 展 ) 。 信 任 算 术 本 身 是 奇怪 的 。 算 术 此 时 根本 尚 无 逻辑 基础 。 
确信 算术 代数 与 分 析 对 物质 世界 提供 真理 性 , 那 完 全 是 根源 于 对 经 验 的 信赖 。 

非 欧 几何 的 历史 以 惊人 的 形式 说 明 数 学 家 受 其 时 代 精 神 影 响 的 程度 是 多 人 么 厉害 。 高 
斯 , 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 满 怀 信心 地 接受 了 新 几何 ,他 们 相信 他 们 的 几何 在 逻辑 上 是 相 容 
的 ,并 且 相 信 这 个 几何 和 欧 几 里 得 几何 一 样 正确 。 但 他 们 没有 证 明 新 几何 的 逻辑 相 容 性 。 
虽然 他 们 证 明 过 许多 定理 ,而 且 并 未 得 出 明显 的 矛盾 ,但 是 或 许 能 导出 矛盾 的 可 能 性 还 是 存 
在 的 。 如 果 这 一 情况 发 生 , 他 们 的 平行 公理 的 假设 便 会 不 正确 ,于 是 欧 几 里 得 的 平行 公理 将 
是 其 他 公理 的 推论 。 

波 尔 约 和 罗马 切 夫 斯 基 确实 考虑 到 了 相 容 性 问题 并 且 部 分 相信 它 ,因为 他 们 的 三 角 学 
和 虚 半 径 球 面 上 的 三 角 学 相同 ,而 球面 是 欧 几 里 得 几何 的 一 部 分 。 但 波 尔 约 并 不 满足 于 这 
个 论据 ,因为 三 角 学 本 身 并 不 是 完整 的 数学 系统 。 于 是 尽管 缺少 相 容 性 的 任何 证 明 , 或 者 是 
缺少 新 几何 的 可 能 应 用 性 ,高 斯 、 波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 接 受 了 前 人 认为 医 雇 的 东西 。 这 种 
接受 是 一 个 信 仲 行动 , 非 欧 几何 相 容 性 的 问题 在 其 后 40 年 仍然 悬而未决 。 


高 斯 简介 


高 斯 ,德国 人 。1777 年 4 月 30 日 出 生 于 德国 布 伦 斯 维 克 的 一 个 贫穷 的 自来水 工人 家 
庭 。 他 的 舅 鼻 是 一 个 很 有 才能 的 人 ,经 常 教 给 他 一 些 知识 ,对 幼年 的 高 斯 影响 很 大 。1787 
年 高 斯 读 小 学 四 年 级 时 ,有 一 次 算术 教师 要 全 班 做 一 道 题 ,1 十 2 十 3 十 … 十 100 二 ? 事先 并 没 
有 讲 过 这 类 问题 。 教 师 刚 解释 完 题目 ,年 仅 10 岁 的 班 上 年 纪 最 小 的 学 生 高 斯 就 把 写 有 答案 


5050 的 五 板 交 了 上 去 。1791 年 ,经 校长 推荐 ,高 斯 得 到 一 住 公主 的 党 
识 , 提 供 移 助 ,让 他 到 布 鲁 林学 院 学 习 。 该 院 的 一 位 教师 巴特 尔 斯 发 现 
了 他 的 天 才 之 后 ,就 与 其 共同 研读 牛 额 . 拉 格 朗 日 、 欧 拉 等 的 著作 。 后 来 
公 蔡 又 资助 高 斯 于 1795 年 进入 哥 廷 根 大 学 学 习 。1798 年 又 转 到 赫 尔 姆 
什 塔 特大 学 ,被 帕 夫 所 注意 ,他 成 了 高 斯 的 老师 和 朋友 。1799 年 高 斯 由 
于 证 明了 代数 学 的 基本 定理 而 获得 博士 学 位 。 后 来 回 到 布 伦 斯 维 克 , 扔 
写 了 一 些 出 色 的 论文 ,因而 1807 年 起 成 为 哥 廷 根 大 学 的 常任 教授 和 天 
文 台 台 长 。 一 直 在 这 里 工作 至 1855 年 。 同 年 2 月 23 日 去 世 , 终 年 78 岁 ，。 

高 斯 几乎 对 数学 的 所 有 领域 都 作出 了 重大 贡献 ,是 许多 数学 学 科 的 开创 者 和 黄 基 人 

在 代数 学 方面 。 他 第 一 个 证 明了 任何 一 个 复 系数 的 单 变量 的 代数 方程 都 至 少 有 一 个 复 
数 根 。 这 一 定理 被 称 为 代数 基本 定理 。 他 还 严谨 地 证 明了 任何 复 系数 单 变量 对 次 方程 有 
个 复数 根 。 这 两 个 定理 的 证 明 ,商定 了 代数 方程 论 的 理论 基础 。 

在 数论 方面 。 高 斯 在 18 世纪 末 完 成 了 他 的 传世 之 作 《 算 术 研 究 》,1801 年 正式 出 版 。 
这 部 著作 给 数论 的 研究 揭 开 了 一 一 个 新 纪元 ,是 现代 数论 的 基石 。 以 后 的 100 年 间 , 几 何 所 有 
数论 方面 的 发 现 都 能 追溯 到 他 的 研究 里 去 。 

在 曲面 论 方面 。1828 年 他 发 表 了 巨著 《关于 曲面 的 一 般 研 究 》, 书 中 提出 了 全 新 的 概 
念 , 即 一 张 曲 面 本 身 就 是 一 个 空间 的 观点 。 本 书 是 近代 微分 几何 的 开端 , 英 定 了 关于 欧 氏 空 
间 中 曲面 的 内 蕴 几 何 学 的 基础 。 

在 单 复 变 函 数论 方面 。 高 斯 提出 用 a 十 bi 表示 复数 ; 建立 了 直角 坐标 平面 上 点 与 复数 
的 一 一 对 应 ; 建立 了 复数 的 几何 加 法 和 乘法 。 

高 斯 还 有 大 量 成 果 在 生前 没有 发 表 ,其 中 最 著名 的 有 顶 国 函数 和 非 欧 几何 。 早 在 1800 
年 他 已 经 发 现 了 椭 轩 函数 ,得 到 了 许多 关键 性 的 结果 。1816 年 他 已 独立 建立 了 非 欧 几何 的 
基本 原理 。 

高 斯 对 应 用 数学 也 作出 了 重要 贡献 。1801 年 他 创立 了 行星 椭 圈 轨道 法 ,成 功 地 解决 了 
由 有 限 个 观测 数据 来 确定 新 行星 的 轨道 的 问题 。 此 外 ,高 斯 在 大 地 测量 、 理 论 磁 学 与 实验 磁 
学 方面 也 有 重要 成 果 。 

高 斯 一 生 勤 奋 努 力 ,刻苦 钻研 ,治学 严谨 ,成 果 丰 硕 , 对 人 类 的 科学 事业 作出 了 巨大 贡 
献 。 他 一 生 共 发 表 论 著 155 篇 (部 ) ,被 后 人 誉 为 “数学 王子 ”。 他 是 最 后 一 位 卓越 的 古典 数 
学 家 ,又 是 一 位 杰出 的 现代 数学 家 。 他 不 仅 预 见 了 19 世纪 的 数学 ,还 为 19 世纪 数学 的 发 展 
英 定 了 基础 。 


4.3 非 欧 几 何 的 发 展 与 确认 


非 驳 几何 从 发 现 到 获得 普遍 接受 ,经 历 了 曲折 的 道路 。 要 达到 这 一 目标 ,需要 确实 地 建 
立 非 欧 几 何 自身 的 无 矛盾 性 和 现实 意义 。 对 于 非 欧 几 何 的 承认 是 在 其 创造 者 死 后 才 获 得 


的 。 德 国 数学 家 黎 曼 在 1854 年 发 展 了 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 的 思想 而 建立 了 一 种 更 广泛 的 几 
何 , 即 现在 所 称 的 黎 曼 几何 。 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何以 及 欧 氏 几何 都 不 过 是 这 种 几何 的 特例 。 
”他 将 第 五 公设 改 为 “过 直线 外 一 点 不 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 "再 加 上 欧 氏 几何 与 罗氏 
几何 共有 的 4 组 9 条 公理 ,又 可 导出 一 整套 几何 学 ,这 套 几 何 学 被 称 作 黎 曼 几何 。 非 欧 几 何 
在 通常 意义 下 指 的 是 罗氏 几何 及 黎 曼 几何 。 黎 曼 的 研究 是 以 高 斯 关于 曲面 的 内 蕴 微 分 几 
何 0 为 基础 的 。 黎 曼 1854 年 发 表 的 题 为 6 关于 几何 基础 的 假设 》 的 演讲 中 , 黎 曼 将 高 斯 关于 
欧 氏 空间 中 曲面 的 内 蕴 儿 何 推广 为 任意 空间 的 内 蕴 几 何 。 他 把 维 空间 称 作 一 个 流 形 ,x 
维 流 形 中 的 一 个 点 ,可 以 用 nn 个 参数 工 ; ,zx;,… ,x, 的 一 组 特定 值 来 表示 ,这 些 参数 就 叫做 流 
形 的 坐标 。 

19 世纪 70 年 代 以 后 ,意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 .德国 数学 家 克 莱 因 和 法 国 数学 家 庞 加 
莱 等 人 先后 在 欧 几 里 得 空间 中 给 出 了 非 欧 几何 的 直观 模型 ,从 而 揭示 了 非 欧 几何 的 现实 意 
义 。 至 此 , 非 欧 几何 才 真 正 获得 了 广泛 的 理解 。 

意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 在 1866 年 的 论著 《 非 欧 几何 解释 的 尝试 > 一 文中 ,证 明了 非 欧 
平面 几何 (局 部 ) 实 现在 普通 欧 氏 空间 里 ,作为 伪 球 面 , 即 负 常数 高 斯 曲率 的 曲面 上 的 内 在 几 
何 ,这 样 , 非 欧 几何 的 相 容 性 问题 与 欧 氏 几何 相 容 性 的 事实 就 一 样 清晰 明了 。 贝 尔 特 拉 米 的 
模型 是 从 内 蕴 几 何 观 点 提出 的 ,曲面 “ 伪 球 面 ”由 平面 忠 物 线 绕 其 渐 近 线 旋 转 一 周 而 得 。 贝 
尔 特 拉 米 证 明 , 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 片上 的 所 有 几何 关系 与 适当 的 “ 伪 球 面 * 片 上 的 几何 关系 
相符 合 ; 也 就 是 说 ,对 应 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 每 一 段 而 言 ,就 有 一 个 “ 伪 球 面 " 上 的 内 蕴 几 
何事 实 。 这 使 罗氏 几何 立刻 就 有 了 现实 意义 。 但 需 指出 的 是 ,贝尔 特 拉 米 实现 的 并 非 整 个 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ,而 是 其 片段 上 的 几何 。 因 而 ,还 没有 解决 全 部 罗氏 几何 的 无 矛盾 性 问 
题 。 这 个 问题 不 久 就 被 克 莱 因 解决 了 。 

德国 数学 家 克 莱 因 在 1871 年 首次 认识 到 从 射影 几何 中 可 推导 出 度量 几何 ,并 建立 了 非 
欧 平面 几何 (整体 ) 的 模型 。 克 莱 因 的 模型 比 贝尔 特 拉 米 的 简单 明了 。 在 普通 欧 氏 平面 上 取 
一 个 圆 ,并 且 只 考虑 整个 圆 的 内 部 。 他 约定 把 圆 的 内 部 叫 “ 平 面 >, 圆 的 弦 叫 “直线 ?( 根 据 约 
定 将 弦 的 端点 除外 ) 。 可 以 证 明 , 这 种 圆 内 部 的 普通 几何 事实 就 变 成 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 定 
理 , 而 且 反 过 来 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 的 每 个 定理 都 可 以 解释 成 圆 内 部 的 普通 几何 事实 。 这 
样 , 非 欧 几何 相 容 性 问题 就 归结 为 欧 氏 几何 的 相 容 性 问题 ,这 些 结 果 最 终 使 非 欧 几何 获得 了 
普遍 的 承认 。 

在 克 莱 因 之 后 , 庞 加 菜 也 对 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 给 出 了 一 个 欧 氏 模型 。 这 样 一 来 ,就 使 非 
欧 几 何 具有 了 至 少 与 欧 氏 几何 同等 的 真实 性 。 可 以 设想 ,如 果 罗 氏 几 何 中 存在 任何 矛盾 的 
话 ,那么 这 种 矛盾 也 必然 会 在 欧 氏 几何 中 表现 出 来 ,也 就 是 说 ,只 要 欧 氏 几何 没有 矛盾 ,那么 


@ 内 蕴 微 分 几何 也 是 19 世纪 几何 学 的 重大 发 展 之 一 。 在 蒙 日 等 人 开创 的 微分 几何 中 ,曲面 是 在 攀 氏 空间 内 考察 
的 ,但 高 斯 1828 年 发 表 的 著作 《关于 曲面 的 一 般 研 究 ? 则 提出 了 一 种 全 新 的 观点 , 即 一 张 曲面 本 身 就 构成 -- 个 空间 。 它 
的 许多 性 质 并 不 依赖 于 背景 空间 ,这 种 以 研究 曲面 内 在 性 质 为 主 的 微分 几何 称 为 < 内 冀 微 分 几何 ”。 


罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 也 不 会 有 矛盾 。 至 此 , 非 欧 几何 作为 一 种 几何 的 合法 地 位 充分 建立 起 
来 了 。 

非 欧 几何 的 创建 打破 了 欧 氏 几何 的 一 统 天 下 ,从 根本 上 革新 和 拓 广 了 人 们 对 几何 学 观 
念 的 认识 。1872 年 , 克 莱 因 从 变换 群 的 观点 对 各 种 几何 学 进行 了 分 类 ,提出 了 著名 的 埃 尔 
朗 根 纲领 ,这 个 纲领 对 于 几何 学 的 进一步 发 展 曾经 产生 重大 影响 。 

德国 数学 家 希 尔 伯 特 于 1899 年 发 表 了 著名 的 《4 几何 基础 > 一 书 , 严 密 地 建立 了 欧 几 里 得 
几何 的 公理 体系 , 它 由 五 组 公理 组 成 , 即 结合 公理 、 顺 序 公 理 \ 合 同 公理 ,平行 公理 及 连续 公 
理 。 由 结合 公理 ,顺序 公理 .合同 公理 .连续 公理 四 组 公理 所 建立 的 体系 称 为 绝对 几何 公理 
体系 。 绝 对 几何 公理 体系 加 上 罗氏 平行 公理 ,就 构成 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 公理 系统 。 绝 
对 几何 是 欧 氏 几何 与 罗氏 几何 的 公共 部 分 ,也 就 是 说 ,绝对 几何 的 全 部 公理 和 定理 在 两 种 几 
何 里 都 成 立 。 

非 欧 几 何 的 创建 导致 人 们 对 几何 学 基础 的 深入 研究 。 希 尔 伯 特 于 1899 年 建立 了 欧 氏 
几何 的 公理 体系 。 继 几何 学 之 后 ,数学 家 们 又 建立 并 研究 了 如 算术 .数理 逻辑 .概率 论 等 一 
些 数学 学 科 的 公理 系统 。 这 样 形成 的 公理 化 方法 已 称 为 现代 数学 的 重要 方法 之 一 。 

非 欧 几何 学 的 创建 不 仅 推广 了 几何 学 观念 ,而 且 对 于 物理 学 在 20 世纪 初期 所 发 生 的 关 
于 空间 和 时 间 的 物理 观念 的 改革 也 起 了 重大 作用 。 非 欧 几何 学 首先 提出 了 弯曲 的 空间 , 它 
为 更 广泛 的 黎 曼 几何 的 产生 创造 了 前 提 , 而 黎 曼 几何 后 来 成 了 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 数学 
工具 。 爱 因 斯 坦 和 他 后 继 者 在 广义 相对 论 的 基础 上 研究 了 宇宙 的 结构 。 按 照相 对 论 的 观 
点 ,宇宙 结构 的 几何 学 不 是 欧 几 里 得 几何 学 而 是 接近 于 非 欧 几何 学 。 许 多 人 采用 了 非 欧 几 
何 学 作为 宇宙 的 几何 模型 。 


5 几何 学 的 统一 与 公理 化 思想 


5.1 几何 学 的 统一 


在 数学 史上 , 罗 巴 切 夫 斯 基 被 称 为 “几何 学 上 的 哥 白 尼 ”。 这 是 因为 非 欧 几何 的 创立 不 
只 是 解决 了 两 千年 来 一 直 悬 而 未 决 的 平行 公设 问题 ,更 重要 的 是 它 引起 了 关于 几何 观念 和 
空间 观念 的 最 深刻 的 革命 。 

首先 , 非 欧 几何 对 于 人 们 的 空间 观念 产生 了 极其 深远 的 影响 。 在 19 世纪 , 占 统 治 地 位 
的 是 欧 几 里 得 的 绝对 空间 观念 。 非 欧 几 何 的 创始 人 无 一 例外 地 都 对 这 种 传统 观念 提出 了 挑 
战 。 高 斯 早 在 1817 年 就 在 给 朋友 的 一 封 信 中 写 道 :“ 我 越 来 越 深信 我 们 不 能 证 明 我 们 的 欧 
几 里 得 几何 具有 物理 的 必然 性 ,至 少 不 能 用 人 类 的 理智 一 一 给 出 这 种 证 明 。 或 许 在 另 一 个 
世界 中 我 们 可 以 得 以 洞悉 空间 的 性 质 ,而 现在 这 是 不 可 能 达到 的 ,” 高 斯 曾 一 度 把 他 的 非 欧 
几何 称 为 “星空 几何 ”, 而 从 罗 巴 切 夫 斯 基 到 黎 曼 ,他们 也 都 相信 天 文 测量 将 能 判断 他 们 的 新 


几何 的 真实 性 ,认为 欧 氏 公理 可 能 只 是 物理 空间 的 近似 写照 。 他 们 的 预言 ,在 20 世纪 被 爱 
因 斯 坦 的 相对 论 所 证 实 。 正 是 黎 曼 几何 为 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 提供 了 最 恰当 的 数学 描 
述 ,而 根据 广义 相对 论 所 进行 的 一 系列 天 文 观测 、 实 验 , 也 证 实 了 宇宙 流 形 的 非 欧 几 里 得 性 。 

其 次 , 非 欧 几何 的 出 现 打破 了 长 期 以 来 只 有 一 种 几何 学 即 欧 几 里 得 几何 学 的 局 面 。 
19 世纪 中 叶 以 后 ,通过 理 定 欧 氏 几何 中 这 样 或 那样 的 公设 .公理 ,产生 了 各 种 新 的 几何 学 ， 
除了 上 述 几 种 非 欧 几 何 外 ,还 有 如 非 阿 基 米 德 几何 、 非 德 沙 格 几 何 , 非 黎 曼 几何 ,有限 几何 等 
等 ,加 上 与 非 欧 几何 并 行 发 展 的 高 维 几何 、 射 影 几 何 , 微 分 几何 以 及 较 晚 出 现 的 拓扑 学 等 ， 
19 世纪 的 几何 学 展现 了 无 限 广 阔 的 发 展 前 景 。 在 这 样 的 形势 下 ,寻找 不 同 几何 学 之 间 的 内 
在 联系 ,用 统一 的 观点 来 解释 它们 , 便 成 为 数学 家 们 追求 的 一 个 目标 。 

* 统一 几何 学 的 第 一 个 大 胆 计 划 是 由 德国 数学 家 克 莱 因 提出 的 。1872 年 , 克 莱 因 被 聘 为 
埃 尔 朗 根 大 学 的 数学 教授 , 按 惯例 ,他 要 向 大 学 评议 会 和 哲学 院 作 就 职 演讲 , 克 莱 因 的 演讲 
以 《4 埃 尔 朗 根 纲领 著称 , 正 是 在 这 个 演讲 中 , 克 莱 因 基于 自己 早 些 时 候 的 工作 以 及 挪威 数学 
家 李 在 群 论 方面 的 工作 ,阐述 了 几何 学 统一 的 思想 : 所 谓 几 何 学 ,就 是 研究 几何 图 形 对 于 某 
类 变换 群 保持 不 变 的 性 质 的 学 问 ,或 者 说 任何 一 种 几何 学 只 是 研究 与 特定 的 变换 群 有 关 的 
不 变量 。 论 述 了 变换 群 在 几何 中 的 主导 作用 ,把 在 当时 所 发 现 的 所 有 几何 统一 在 变换 群 论 
观点 之 下 ,明确 地 给 出 了 几何 的 一 个 新 定义 ,把 几何 定义 为 一 个 变换 群 之 下 的 不 变性 质 。 埃 
尔 朗 根 纲领 的 提出 , 正 意味 着 对 几何 认识 的 深化 。 它 把 所 有 几何 化 为 统一 的 形式 ,使 人 们 明 
确 了 古典 几何 所 研究 的 对 象 ; 同时 显示 出 如 何 建立 抽象 空间 所 对 应 几何 的 方法 ,对 以 后 几 
何 的 发 展 起 了 指导 性 的 作用 , 故 有 深远 的 意义 。 这 样 一 来 ,不 仅 19 世纪 涌现 的 几 种 重要 的 、 
表面 上 互 不 相干 的 几何 学 被 联系 到 一 起 ,而 且 变 换 群 的 任何 一 种 分 类 也 对 应 于 几何 学 的 一 
种 分 类 。 

例如 (就 平面 的 情况 ) , 欧 几 里 得 几何 研究 的 是 长 度 、 角 度 ,面积 等 这 些 在 平面 中 的 平移 
和 旋转 下 保持 不 变 的 性 质 。 平 面 中 的 平移 和 旋转 构成 一 个 变换 群 。 刚 性 平面 变换 可 以 用 代 
数 式 表示 为 
f = aa 工 十 alzy 十 ais， 


= Q2zi 工 十 azzy 十 azs， 
其 中 aaaz 一 a1zaz 一 1。 
这 些 式 子 构成 了 一 个 群 的 元 素 ,而 将 这 种 元 素 结合 在 一 起 的 “运算 ”就 是 依次 进行 这 种 
类 型 的 变换 。 容 易 看 出 ,如 果 在 进行 上 述 变 换 之 后 紧 接着 进行 第 二 个 变换 
人 一 bz 十 by 十 ba， 


y 一 bx 十 pz 十 ps， 
其 中 bbs 一 azpo 一 1 。 那么 相继 进行 这 两 个 变换 的 结果 ,就 等 价 于 某 个 单一 的 这 一 类 型 的 
变换 将 点 (z,y) 变 成 点 (六 ,YY)。 
如 果 在 上 述 变换 中 ,将 限制 aaaz 一 Q1z4z1 二 1 用 更 一 般 的 要 求 au az 一 aza2 天 0 来 蔡 


代 , 那 么 这 种 新 变换 也 构成 一 个 群 。 然 而 ,在 这 样 的 变换 下 ,长 度 和 面积 不 再 保持 不 变 , 不 过 
一 个 已 知 种 类 的 圆锥 曲线 (椭圆 ,抛物 线 或 双 曲 线 ) 经 过 变换 后 仍 是 同一 种 类 的 圆锥 曲线 。 
这 样 的 变换 称 为 仿 射 变换 ,它们 所 刻画 的 几何 称 为 仿 射 几何 。 因 此 ,按照 克 莱 因 的 观点 , 欧 
几 里 得 几何 只 是 仿 射 几何 的 一 个 特例 。 


仿 射 几 何 则 是 更 一 般 的 几何 一 一 射影 几何 的 一 个 特例 。 一 个 射影 变换 可 以 写成 如 下 
形式 : 
/一 0a 工 十 ay 十 aa 
asl 工 十 aazy + ass ” 


/ 一 C21 工 十 zay 十 Ca23 
asl 工 十 aszy 十 aa” . 
其 中 a5 的 行列 式 必 须 非 零 。 射 影 变 换 下 的 不 变量 有 线性 、 共 线性 、 交 比 、 调 和 点 组 以 及 保持 
圆锥 曲线 不 变 等 。 显 然 , 如 果 asi 二 a3z 二 0 并 且 as 一 1, 射 影 变换 就 成 了 仿 射 变换 。 
下 表 反 映 了 以 射影 几何 为 基础 的 克 莱 因 几何 分 类 中 一 些 主要 几何 间 的 关系 ， 
抛物 几何 ( 欧 几 里 得 几何 ) 
仿 和 几何 | 其 他 伪 射 几何 
射影 几何 单 重 椭 贺 几何 
双重 椭圆 几何 ( 黎 曼 几何 ) 
双 曲 几何 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ) 
在 克 莱 因 的 分 类 中 ,还 包括 了 当时 的 代数 几何 和 拓扑 学 。 克 莱 因 对 拓扑 学 的 定义 是 “ 研 
究 由 无 限 小 边 形 组 成 的 变换 的 不 变性 ”。 这 里 “无 限 小 边 形 ?就 是 一 一 对 应 的 双方 连续 变换 。 
拓扑 学 在 20 世纪 才 获 得 独立 的 发 展 成 为 现代 数学 的 核心 学 科 之 一 。 克 莱 因 在 1872 年 就 提 
出 了 把 拓扑 学 作为 一 门 重 要 的 几何 学 科 ,确实 是 有 远见 的 看 法 。 
并 非 所 有 的 几何 都 能 纳入 克 莱 因 的 方案 ,例如 今天 的 代数 几何 和 微分 几何 ,然而 克 莱 因 
的 纲领 的 确 能 给 大 部 分 的 几何 提供 一 个 系统 的 分 类 方法 ,对 几何 思想 的 发 展 产生 了 持久 的 
影响 。 
克 莱 因 发 表 埃 尔 朗 根 纲领 时 年 仅 23 岁 。1886 年 ,他 受聘 哥 廷 根 大 学 担任 教授 。 他 的 
到 来 ,使 哥 廷 根 这 座 具 有 高 斯 、 黎 曼 传统 的 德国 大 学 更 富 科学 魅力 ,在 被 引 向 哥 廷 根 的 许多 
年 轻 数学 家 中 ,最 重要 的 一 位 是 希 尔 伯 特 。 希 尔 伯 特 在 来 到 哥 廷 根 三 年 以 后 ,提出 了 另 一 条 
对 现代 数学 影响 深远 的 统一 几何 学 的 途径 公理 化 方法 (此 方法 将 在 后 面 介绍 ) 。 


5.2 几 种 几何 学 的 比较 


(1) 射影 几何 学 
根据 克 菜 因 的 观点 ,从 属于 射影 平面 上 的 射影 群 的 射影 平面 的 几何 学 就 是 射影 几何 学 。 
- 即 射影 几何 学 就 是 研究 在 射影 群 下 的 不 变性 质 的 理论 。 换言之 ,经 过 射影 变换 ( 即 直射 变 
换 ) 不 变 的 性 质 , 即 为 射影 性 质 ,研究 射影 性 质 的 学 科 就 是 射影 几何 。 


(2) 仿 射 几何 学 

根据 克 莱 因 的 观点 ,从 属于 拓 广 平面 上 的 仿 射 变换 群 的 拓 广 平面 ( 仿 射 平面 ) 的 几何 学 
就 是 仿 射 几何 学 , 即 仿 射 几何 学 就 是 研究 在 仿 射 变换 群 下 的 不 变性 质 的 理论 。 换言之 ,经 过 
仿 射 变换 不 变 的 性 质 , 即 为 仿 射 性 质 ,研究 仿 射 性 质 的 学 科 就 是 仿 射 几何 。 

仿 射 几何 学 是 射影 几何 学 的 子 几何 学 。 所 以 射影 性 质 都 是 仿 射 变换 下 的 不 变性 质 , 即 
仿 射 性 质 。 

(3) 欧 氏 几何 学 

.根据 克 莱 因 的 观点 ,从 属于 网 氏 平面 上 的 全 等 变换 群 ( 正 交 变换 群 ) 的 欧 氏 平面 的 几何 
学 就 是 欧 氏 几何 学 , 即 欧 氏 几何 学 就 是 研究 在 全 等 变换 群 下 的 不 变性 质 的 理论 。 换 言 之 ,经 
过 全 等 变换 不 变 的 性 质 , 即 为 度量 性 质 ,研究 度量 性 质 的 学 科 就 是 欧 氏 几何 。 

欧 氏 几何 学 是 仿 射 凡 何 学 的 子 几何 学 ,也 是 射影 几何 学 的 子 几何 学 。 所 以 ,射影 性 质 、 
仿 射 性 质 都 是 全 等 变换 下 的 不 变性 质 。 

总 而 言 之 ,就 变换 群 的 大 小 而 言 ,射影 群 忆 仿 射 群 忆 全 等 变换 群 , 但 就 它们 所 对 应 几何 
学 的 内 容 而 言 , 则 它们 的 关系 正好 相反 ,这 就 是 说 , 欧 氏 几何 学 的 内 容 最 丰富 ,射影 几何 学 的 
内 容 最 少 ,在 射影 几何 学 中 不 能 讨论 图 形 的 仿 射 性 质 和 度量 性 质 , 而 在 欧 氏 几何 里 则 可 以 讨 
论 仿 射 几何 学 的 对 象 与 射影 几何 的 对 象 。 

此 外 ,椭圆 几何 和 双 曲 几何 ,这 两 种 非 欧 几何 都 是 射影 几何 的 子 几何 ,它们 分 别 对 应 椭 
圆 群 和 双 曲 群 。 椭 圆 群 是 由 把 虚 二 次 曲线 好 十 好 十 妇 一 0 变换 成 自身 的 全 体 射 影 变换 构成 
的 ,而 双 曲 群 是 由 把 实 二 次 曲线 一 x? 十 蕊 十 xz? 二 0 变换 成 自身 的 全 体 射 影 变 换 构成 的 。 

欧 氏 几何 .罗氏 几何 、 黎 曼 几 何 是 三 种 各 有 区 别 的 几何 (如 表 1-1)。 这 三 种 几何 各 自 所 
有 的 真 命题 都 构成 了 一 个 严密 的 公理 体系 ,各 公理 之 间 满 足 和 谐 性 、 完 备 性 和 独立 性 。 因 此 
这 三 种 几何 都 是 正确 的 。 在 我 们 这 个 不 大 不 小 .不 远 不 近 的 空间 里 ,也 就 是 在 我 们 的 日 常生 
活 中 , 欧 氏 几何 是 适用 的 ; 在 宇宙 空间 中 或 原子 核 世界 ,罗氏 几何 更 符合 客观 实际 ; 在 地 球 
表面 研究 航海 .航空 等 实际 问题 中 , 黎 曼 几何 更 准确 一 些 。 


表 1-1 欧 氏 几何 .罗氏 几何 . 黎 曙 几何 的 比较 


项 目 欧 氏 几何 罗氏 几何 黎 曼 几何 
两 条 不 重合 直线 的 相交 情况 至 多 一 个 点 | 至 多 一 个 点 | 一 个 人 点? 
”| 两 个 ( 双 点 ) 


给 定 一 直线 上 ,过 /外 一 点 与 的 平行 线 至 少 有 两 条 | 没有 

两 条 平行 线 等 四 不 等 距 不 存在 
如 果 一 条 直线 与 两 条 平行 线 中 之 一 相交 , 则 与 另 一 条 | 必 相 交 不 一 定 二 

垂直 于 同一 条 直线 的 不 同 直线 的 关系 彼此 平行 平行 相交 

三 角形 的 三 内 角 和 大 于 180” 


三 角形 的 面积 与 三 角形 内 角 的 关系 正比 
对 应 角 相 等 的 两 个 三 角形 的 关系 全 等 


5.3 公理 化 思想 方法 


在 《辞海 ?中 可 以 看 到 这 样 的 解释 ， 

公理 是 “在 一 个 系统 中 已 为 反复 的 实践 所 证 实 而 被 认为 不 需要 证 明 的 真理 ,可 以 作为 证 
明 中 的 论据 ”。 

公理 化 方法 是 “从 某 些 基本 概念 和 基本 命题 出 发 ,依据 特定 的 演绎 规则 ,推导 一 系列 的 
定理 ,从 而 构成 一 个 演绎 系统 的 方法 ”。 

公理 化 方法 有 以 下 几 个 方面 需要 讨论 。 

第 一 ,关于 公理 的 自明 性 。 

一 般 地 说 ,公理 之 所 以 被 人 们 普遍 接受 ,是 因为 其 陈述 的 事实 是 自然 的 .明白 无 误 的 , 因 
而 无 须 证 明 ,不 容 置 疑 。 正 因为 如 此 ,公理 成 为 人 们 展开 科学 体系 的 出 发 点 ,作为 论证 其 他 
命题 的 依据 。 但 是 ,后 来 发 现 , 有 些 公 理 并 非 十 分 显然 ,例如 欧 氏 几何 中 的 平行 公理 ,就 不 那 
么 显然 ,以 至 人 们 企图 去 证 明 它 。 至 于 非 欧 几何 中 的 关于 平行 线 的 公理 , 则 完全 和 直观 认识 
相悖 ,完全 不 是 自明 的 。 因 此 ,现代 人 们 选取 某 些 命题 作为 公理 ,只 是 作为 一 种 演绎 推理 的 
出 发 点 ,并 非 一 定 要 自明 ,只 要 大 家 都 能 自然 地 接受 就 行 。 

第 二 ,关于 公理 体系 所 依赖 的 “演绎 推理 ”的 规则 。 公 理化 方法 的 目标 是 从 公理 系 出 发 ， 
通过 演绎 推理 得 到 命题 。 因 此 ,推理 的 规则 十 分 重要 。 通 常 使 用 的 规则 是 逻辑 方法 。 古 希 
腊 时 代 的 推理 ,就 是 依据 亚 里 士 多 德 创立 的 形式 逻辑 规则 进行 演绎 。 后 来 欧 多 克 斯 还 采用 
穷竭 法 处 理 具有 无 限 性 的 推理 过 程 , 把 比值 为 有 理 数 的 结论 都 推广 到 无 理 数 。 近 代 则 采取 
更 加 严密 的 数理 逻辑 方法 。 因 此 ,演绎 推理 的 规则 在 不 断 发 展 , 与 时 俱 进 。 

第 三 ,关于 “公理 化 方法 的 目标 是 形成 一 个 演绎 的 科学 体系 ”。 

公理 化 方式 是 为 表述 一 个 科学 体系 服务 的 。 科 学 体系 已 经 存在 了 ,不 能 随便 拿 一 些 命 
题 作为 公理 。 问 题 在 于 判断 哪些 命题 是 最 基本 的 ,可 以 作为 推理 论证 的 出 发 点 。 也 就 是 说 ， 
选择 哪些 命题 是 最 基本 的 ,可 以 作为 推理 论证 的 出 发 点 。 选 择 哪 些 命题 当 作 公理 ,是 一 个 值 
得 思考 的 问题 。 近 代 的 公理 化 方法 ,要 求 公理 的 选取 必须 符合 以 下 的 三 条 要 求 : 

I 相 容 性 (或 称 为 协调 性 ,无 矛盾 性 ) 

一 个 公理 系统 的 公理 以 及 由 此 推出 的 所 有 命题 ,不 会 发 生 任 何 矛 盾 。 这 就 是 公理 系统 
的 相 容 性 ,也 称 为 和 谐 性 或 无 矛盾 性 。 任 何 公理 系统 必须 被 证 明 是 相 容 的 ,否则 ,就 不 成 为 
公理 系统 。 

I 独立 性 

独立 性 要 求 公理 系统 中 的 每 一 条 公理 都 是 独立 的 , 即 每 一 条 公理 都 不 是 其 他 公理 的 推 
论 。 独 立 性 使 公理 系统 的 公理 个 数 最 少 。 严 格 地 说 ,每 个 公理 系统 应 当 只 包含 最 少 的 公理 。 
但 是 ,为 使 系统 更 加 简单 明确 ,有 的 系统 放弃 了 这 个 要 求 。 因 此 ,通常 并 不 将 独立 性 作为 公 
理 系 统 的 必要 条 件 。 


下 “完备 性 

一 个 公理 系统 允许 不 同 的 模型 ,如 果 所 有 模型 都 是 同 构 的 , 则 说 这 个 公理 系统 是 一 个 完 
备 的 系统 。 所 谓 同 构 就 是 两 个 模型 的 所 有 元 素 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,基本 关系 之 间 也 有 一 
一 对 应 关系 ,而 且 元 素 间 的 关系 也 构成 对 应 。 

公理 化 思想 方法 具有 重要 的 意义 和 作用 @。 

(1) 这 种 方法 具有 分 析 ,总 结 数学 知识 的 作用 。 凡 取得 了 公理 化 结构 形式 的 数学 ,由 于 
定理 与 命题 均 已 按 逻 辑 演绎 关系 串联 起 来 , 故 使 用 起 来 也 较 方便 。 

(2) 公理 化 方法 把 一 门 数 学 的 基础 分 析 得 清 清 楚楚 ,这 就 有 利于 比较 各 门 数 学 的 实质 
性 异同 ,并 能 促使 和 推动 新 理论 的 创立 。 

(3) 数学 公理 化 方法 在 科学 方法 学 上 有 示范 作用 。 这 种 方法 对 现代 理论 力学 及 各 门 自 
然 科学 理论 的 表述 方法 都 起 到 了 积极 的 借鉴 作用 。 

(4) 公理 化 方法 所 显示 的 形式 的 简洁 性 、 条 理性 和 结构 的 和 谐 性 确实 符合 美学 的 要 求 ， 
因而 为 数学 活动 中 贯彻 审美 原则 提供 了 范例 。 

概括 地 说 ,几何 学 的 公理 法 思想 是 从 少数 原始 概念 和 公理 出 发 ,遵循 逻辑 原则 建立 几何 
学 演绎 体系 的 方法 。 用 以 导出 其 他 几何 原理 的 不 再 加 以 证 明 的 基本 原理 称 为 公理 ,用 以 解 
释 其 他 概念 而 本 身 不 再 加 以 定义 的 概念 称 为 基本 概念 (原始 概念 )。 它 们 的 性 质 只 由 公理 来 
制约 ,除了 这 些 公理 和 不 加 定义 的 基本 概念 以 外 ,其 他 的 定理 和 概念 都 必须 由 这 些 公理 和 基 
本 概念 逻辑 地 推导 出 来 ,这 就 是 所 谓 的 公理 法 思想 。 

公理 法 的 结构 由 下 列 4 部 分 构成 ， 

(1) 原始 概念 的 列举 ; 

(2) 定义 的 人 氢 述 ; 

(3) 公理 的 叙述 ; 

(4) 定理 的 叙述 和 证 明 。 

公理 法 的 4 个 部 分 是 有 机 地 结合 在 一 起 地 , 缺 一 不 可 ,其 中 公理 的 列举 是 核心 。 公 理 是 
作为 几何 论证 基础 而 不 加 以 证 明 的 命题 ,是 几何 学 作为 出 发 点 来 建立 一 种 几何 体系 的 少数 
规定 , 它 规定 了 最 基本 的 几何 元 素 之 间 的 一 些 基本 性 质 ,成 为 证 明 其 他 几何 性 质 的 依据 。 公 
理 不 是 主观 脐 造 的 ,是 有 客观 基础 的 ,公理 来 源 于 实践 是 客观 世界 空间 形式 和 几何 关系 的 客 
观 反映 ,又 在 实践 中 进行 检验 和 验证 ,从 而 不 断 地 丰富 起 来 。 作 为 几何 学 基础 的 全 部 公理 成 
为 该 几何 学 的 公理 系统 , 它 决定 了 几何 学 的 性 质 , 用 不 同 的 公理 系统 可 以 建立 不 同 的 几 
何 学 。 

现代 公理 法 给 几何 学 带 来 了 新 的 观点 。 由 于 公理 法 中 的 原始 概念 是 不 加 定义 的 ,因此 
”就 不 必 考 虑 研究 对 象 的 直观 形象 。 凡 符合 公理 体系 的 元 素 都 可 以 作为 这 个 几何 体系 的 直观 
解释 ,或 称 几何 学 的 模型 。 因 此 ,几何 学 的 研究 对 象 更 广泛 ,其 含义 也 更 抽象 。 


@ 徐 利 治 . 论 数学 方法 学 , 济南 : 山东 教育 出 版 社 ,2002: 95 


公理 化 方法 的 发 展 , 经 历 了 以 下 4 个 时 期 : 

。 直 观 性 公理 化 时 期 ,以 欧 几 里 得 的 《原本 } 为 代表 ; 

。 思辨 性 公理 化 时 期 ,以 非 欧 几何 的 发 现 为 代表 ; 

。 形式 主义 公理 化 时 期 ,以 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 ;为 代表 ; 

。 结构 主义 公理 化 时 期 ,以 布尔 巴 基 的 《数学 原本 ) 为 代表 。 

公理 化 方法 始 于 欧 几 里 得 ,然而 当 19 世纪 数学 家 们 重新 审视 原本》 中 的 公理 体系 时 ， 
却 发 现 它 有 许多 隐蔽 的 假设 ,模糊 的 定义 及 逻辑 的 缺陷 ,这 就 迫使 他 们 着 手 重 建 欧 氏 几何 以 
及 其 他 包含 同样 弱点 的 几何 的 基础 。 这 项 探索 从 一 开始 就 是 在 对 几何 学 作 统一 处 理 的 观点 
下 进行 的 。 在 所 有 这 些 努 力 中 , 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 中 使 用 的 公理 化 方法 最 为 成 功 。《 原 
本 }》 是 一 部 不 朽 的 经 典 著 作 。 欧 几 里 得 之 前 他 人 的 工作 为 其 (原本 》 做 了 大 量 的 准备 ,在 内 
容 、 理 论 和 方法 上 提供 了 素材 《原本 》 集 前 人 工作 之 大 成 ,为 几何 学 公理 法 奠定 了 初步 的 基 
础 。 欧 几 里 得 之 后 的 工作 可 以 分 成 两 条 主线 ,主要 是 围绕 (原本 》 进 行 的 ,直到 希 尔 伯 特 所 著 
的 《几何 基础 》 出 现 为 止 。 

希 尔 伯 特 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 ,他 的 数学 贡献 是 巨大 的 和 多 方面 的 。 他 典型 
的 研究 方式 是 直 攻 数学 中 的 重大 问题 ,开拓 新 的 研究 领域 ,并 从 中 寻找 带 普 遍 性 的 方法 。 希 
尔 伯 特 于 1899 年 发 表 了 著名 的 《几何 基础 } 一 书 , 第 一 次 完备 地 给 出 了 欧 几 里 得 公理 体系 。 
全 体 公理 按 性 质 分 为 五 组 ( 即 关联 公理 ,次 序 公理 ,合同 公理 .平行 公理 和 连续 公理 ) ,他 对 它 
们 之 间 的 逻辑 关系 作 了 深刻 的 考察 ,精确 地 提出 了 公理 系统 的 相 容 性 、 独 立 性 与 完备 性 要 
求 。 为 解决 独立 性 问题 ,他 的 典型 方法 是 制作 一 个 模型 ,不 满足 所 论 的 公理 ,但 却 满足 其 他 
所 有 公理 。 采 用 这 种 途径 可 赋予 非 欧 几 何以 严密 的 逻辑 解释 ,同时 开拓 了 建立 其 他 新 几何 
的 可 能 性 。 对 于 相 容 性 问题 ,他 的 重大 贡献 是 借助 于 解析 几何 而 将 欧 氏 几何 的 相 容 性 归结 
于 初等 算术 的 相 容 性 。 上 述 工作 的 意义 远 超出 了 几何 基础 的 范围 ,而 使 他 成 为 现代 公理 化 
方法 的 莫 基 人 。 

1900 年 , 希 尔 伯 特 在 巴黎 举行 的 国际 数学 家 会 议 上 发 表演 说 ,提出 了 新 世纪 数学 面临 
的 23 个 数学 问题 。 对 这 些 问 题 的 研究 有 力 地 推动 了 20 世纪 数学 发 展 的 进程 。 

希 尔 伯 特 在 其 著作 《几何 基础 } 一 书 中 ,成 功 的 建立 了 欧 几 里 得 的 公理 体系 ,这 就 是 所 谓 
的 希 尔 伯 特 公理 体系 , 希 尔 伯 特 首先 抽象 地 把 几何 基本 对 象 叫 做 点 .直线 .平面 。 作 为 不 定 
义 元 素 , 分 别 用 A,B,C,…,a,5b,c，,…,a,B,Y,… 表 示 , 然 后 用 5 组 公理 ; 结合 公理 ,顺序 公 
理 、 合 同 公理 ,平行 公理 .连续 公理 来 确定 基本 几何 对 象 的 性 质 ,用 这 5 组 公理 作为 推理 的 基 
础 ,可 以 逻辑 地 推出 欧 几 里 得 几何 的 所 有 定理 ,因而 使 驳 几 里 得 几何 成 为 一 个 逻辑 结构 非常 
完善 而 严 襄 的 几何 体系 。 希 尔 伯 特 公理 体系 的 完成 ,不 仅 使 欧 几 里 得 《原本 》 的 完善 工作 告 
一 段落 , 且 使 数学 公理 法 基本 形成 ,促使 20 世纪 整个 数学 有 了 较 大 的 发 展 ,甚至 这 种 影响 也 
扩大 到 其 他 科学 领域 ,如 物理 .力学 等 。 用 以 上 5 组 公理 可 以 推出 欧 几 里 得 几何 的 全 部 内 
容 , 但 平行 公理 并 不 能 用 结合 公理 ,顺序 公理 .合同 公理 、 连 续 公理 推出 。 如 果 在 这 4 组 公理 
之 外 ,加 上 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 , 就 可 以 推出 非 欧 几何 的 全 部 内 容 ,结合 公理 .顺序 公理 、 


合同 公理 ,连续 公理 是 这 两 种 几何 的 共同 部 分 ,只 涉及 这 4 组 公理 的 内 容 叫 做 绝对 几何 。 只 
有 涉及 欧 几 里 得 平行 公理 ,或 罗 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 的 一 些 命题 , 才 是 欧 氏 几何 和 非 欧 几何 
的 不 同 内 容 。 这 样 的 做 法 ,不 仅 给 出 了 已 有 几 门 非 欧 几何 的 统一 处 理 , 而 且 还 可 以 引出 新 的 
几何 学 。 最 有 趣 的 例子 便 是 “ 非 阿 基 米 德 几何 ”, 即 通过 忽略 连续 公理 ( 亦 称 阿 基 米 德 公理 ) 
而 建造 的 几何 学 。 这 是 希 尔 伯 特 本 人 的 创造 《几何 基础 中 用 了 整整 5 章 的 篇 申 来 展开 这 
种 新 的 几何 学 。 


CO 


希 尔 伯 特 , 德 国人 。1862 年 1] 月 23 日 生 于 哥 尼斯 堡 。1880 年 进入 
哥 尼斯 堡 大 学 读书 ,有 时 也 到 海德 尔 大 学 去 听 选 读 课 。1884 年 12 月 11 
. 日 通过 博士 的 口试 ,1885 年 获得 博士 学 位 。1886 年 6 月 起 任 哥 尼斯 堡 
大 学 的 义务 讲师 ,1892 年 起 任 副 教授 ,1893 年 起 任教 授 。1895 年 受聘 
哥 廷 根 大 学 教授 ,在 该 校 一 直 工 作 到 1930 年 退休 。1900 年 在 巴黎 召开 
的 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 ,项 尔 伯 特 作 了 著名 的 《数学 问题 ) 的 讲演 。 
1943 年 2 月 14 日 希 尔 伯 特 在 哥 廷 根 去 世 , 终 年 81 岁 。 

项 尔 伯 特 在 数学 上 的 几乎 所 有 的 领域 都 作出 了 重大 的 贡献 。 

第 一 ,关于 不 变 式 理论 。 他 发 现 了 代数 最 基本 的 定理 之 一 : 多 项 式 环 的 每 个 子 集 都 具 
有 有 限 个 理想 基 。 这 个 定理 是 引导 到 近世 代数 的 有 力 工 具 , 是 代数 签 一 般 理论 的 基石 ， 

第 二 ,关于 数论 。 硕 尔 伯 特 于 1897 年 4 月 10 日 撰写 了 一 个 (数论 报告 ), 这 是 一 篇 非常 
优秀 的 论著 ,被 数学 家 们 称 为 是 学 习 代 数 数 论 的 经 典 。 在 数论 方面 希 东 伯 特 还 有 一 个 突出 
的 贡献 : 1909 年 他 证 明了 持续 100 多 年 未 解决 的 华 林 猜 想 。 

第 三 ,关于 公理 化 理论 。 项 尔 伯 特 是 第 一 个 建立 了 完备 的 欧 几 里 得 几何 公理 体系 的 人 。 
他 把 欧 几 里 得 几何 分 成 联系 公理 .关于 点 和 线 的 顺序 的 公理 、 选 合 公理 .平行 公理 .连续 性 公 
理 这 5 类 公理 ,并 运用 这 些 公理 把 欧 几 里 得 几何 的 主要 定理 推演 出 来 。 他 系统 地 研究 了 公 
理 体系 的 相 容 性 、 独 立 性 和 完备 性 。1899 年 他 的 名 著 《 几 何 基础 》 出 版 了 ,到 1962 年 已 发 行 
第 9 版 ,现在 仍然 是 研究 几何 基础 的 人 必 读 的 经 典 著 作 。 

第 四 ,关于 积分 方程 。 项 尔 伯 特 在 1904 年 至 1910 年 间 发 表 了 一 系列 有 关 这 方面 的 
论文 。 

第 五 ,关于 理论 物理 。 从 1909 年 起 希 尔 伯 特 把 研究 的 兴趣 转向 了 理论 物理 。 他 上 比较 系 
统 地 研究 了 气体 分 子 运动 .辐射 论 公 理 、 相 对 论 ,并 发 表 了 一 些 论文 ,但 总 的 说 成 就 不 如 数学 
方面 。 

第 六 ,关于 数学 基础 。 希 尔 伯 特 继 几 何 基 础 之 后 ,按照 自己 的 形式 主义 观点 ,企图 证 明 


数学 本 身 是 无 矛盾 的 ,并 企图 使 数学 成 为 一 种 有 限 的 博弈 。 后 来 , 哥 德 尔 证 明了 按 他 的 这 种 
形式 主义 方法 构造 数学 大 厦 是 不 可 能 成 功 的 。 但 是 ,他 在 研究 这 一 问题 时 创立 了 一 门 新 的 
数学 分 支 学 科 一 一 元 数学 ,其 意义 是 十 分 巨大 的 。 

值得 特别 提出 的 是 ,项 尔 伯 特 于 1900 年 巴黎 讲演 提出 的 23 个 数学 问题 对 20 世纪 的 数 
学 发 展 产生 了 巨大 的 影响 。 

同时 , 希 尔 伯 特 还 是 一 位 伟大 的 数学 教育 家 ,他 一 生 共 培养 出 69 位 数学 博士 ,其 中 有 不 
少 成 为 著名 的 数学 家 ,如 韦 尔 . 柯 朗 、 诺 特等 。 


6 几何 学 的 近 现 代 发 展 简介 


6.1 微分 几何 


微 积分 的 创始 人 已 经 利用 微 积分 研究 曲线 的 曲率 ,拐点 , 渐 伸 线 , 渐 届 线 等 而 获得 了 属 
于 微分 几何 范畴 的 部 分 结果 。 但 微分 几何 成 为 独立 的 数学 分 支 主 要 是 在 18 世纪 。 

1731 年 18 岁 的 法 国 青 年 数学 家 克 莱 洛 发 表 ( 关 于 双重 曲率 曲线 的 研究 ), 开创 了 空间 
曲线 理论 ,是 建立 微分 几何 的 重要 一 步 。 克 莱 洛 通过 在 两 个 垂直 平面 上 的 投影 来 研究 空间 
曲线 ,首先 提出 空间 曲线 有 两 个 曲率 的 想法 。 他 认识 到 -条 空间 曲线 在 一 个 垂直 于 切线 的 
平面 上 可 以 有 无 穷 多 条 发 现 , 同 时 给 出 了 空间 曲线 的 绝 长 公式 与 某 些 曲面 的 面积 求法 。 

欧 拉 是 微分 几何 的 重要 葛 基 人 。 他 早 在 1736 年 就 引进 了 平面 曲线 的 内 在 坐标 概念 , 即 
以 曲线 弧 长 作为 曲线 上 点 的 坐标 。 在 (无 限 小 分 析 引 论 ) 第 2 卷 中 则 引进 了 曲线 的 参数 表 
示 : z 一 z(s); yy(s); z=zts)。 欧 拉 将 曲率 定义 为 曲线 的 切线 方向 与 一 固定 方向 的 交角 
相对 于 弧 长 的 变化 率 , 并 推导 了 空间 曲线 任 一 点 曲率 半径 的 解析 表达 式 

ds’ 
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欧 拉 的 曲率 定义 是 对 克 莱 洛 引进 的 空间 曲线 的 两 个 曲率 之 一 的 标准 化 ( 另 一 个 曲率 , 现 
在 叫 “ 措 率 ”, 其 解析 表示 到 19 世纪 初 才 得 到 ) 。 欧 拉 关 于 曲面 论 的 经 典 工作 (关于 曲面 上 曲 
线 的 研究 ) 被 公认 为 微分 几何 史上 的 一 个 里 程 碑 。 欧 拉 在 其 中 将 曲面 表示 为 2 二 f(x,y) ,并 


引进 了 相当 于 p 一 节 ,4 一 攻 ,r 一 下 :一 站 郑 ,: 一 各 的 标准 符号 ， 欧 拉 正 确 地 建立 了 有 


面 的 曲率 概念 。 他 引进 了 法 曲率 (法 截 线 的 曲率 ) , 主 曲 率 ( 所 有 法 截 线 的 最 大 和 最 小 曲率 )， 
并 得 到 了 法 曲率 的 欧 拉 公 式 x 一 rycos*09 十 kssin?0( 其 中 x ,xs 是 主 曲率 ,b 是 一 法 截面 与 主 曲 
率 所 在 法 截面 的 交角 )。1771 年 以 后 , 欧 拉 还 率先 研究 了 他 所 谓 “ 可 展 平 在 一 张 平面 上 ”的 
曲面 即 可 展 曲面 ,导出 了 可 展 性 的 充分 必要 条 件 。 

18 世纪 微分 几何 的 发 展 由 于 蒙 日 的 工作 而 至 于 高 峰 。 蒙 日 1795 年 发 表 的 《关于 分 析 


上 


的 几何 应 用 的 活页 论文 ) 是 第 一 部 系统 的 微分 几何 著述 。 蒙 日 极 大 地 推进 了 克 莱 洛 、 欧 拉 的 
空间 曲线 与 曲面 理论 ,其 特点 是 与 微分 方程 的 紧密 结合 。 曲 线 与 曲面 的 各 种 性 质 用 微分 方 
程 来 表示 ,有 共同 几何 性 质 或 用 同一 种 方法 生成 的 一 簇 曲面 应 满足 一 个 偏 微分 方程 。 蒙 日 
借 着 这 些 偏 微分 方程 对 曲面 簇 、 可 展 曲面 及 直 纹 面 进行 研究 而 获得 了 大 量 深刻 的 结果 。 例 
如 ,他 给 出 了 可 展 曲面 的 一 般 表 示 ,并 说 明 除 了 垂直 于 O-xy 平面 的 柱 面 外 ,这 种 曲面 总 满 
足 偏 微分 方程 x<zw 一 2 一 0。 他 还 给 出 了 直 纹 面 满足 的 三 阶 偏 微分 方程 ,利用 这 些 方程 的 
积分 , 蒙 日 证 明了 欧 拉 未 能 证 明 的 事实 : 可 展 曲面 是 特殊 的 直 纹 面 ,并 知道 逆 命 题 是 不 成 
立 的 。 

与 18 世纪 大 多 数 数学 家 不 同 的 是 , 蒙 日 不 仅 是 将 分 析 应 用 于 几何 ,同时 也 反 过 来 用 岂 
何 去 解 释 微分 方程 从 而 推动 后 者 的 发 展 , 他 开创 了 偏 微分 方程 的 特征 理论 ,引进 了 探讨 偏 微 
分 方程 的 几何 工具 一 一 特征 曲线 与 特征 锥 ( 现 称 “ 蒙 日 锥 >) 等 ,它们 至 今 仍 是 现代 偏 微分 方 
程 论 中 的 重要 概念 。 

1827 年 高 斯 发 表 了 《关于 曲面 的 一 般 理 论 》, 书 中 全 面 阐述 了 欧 氏 空间 中 曲面 的 微分 几 
何 ,提出 了 内 蕴 曲 面 理论 ,为 微分 几何 的 研究 注入 了 新 的 思想 ,即将 参数 表示 的 曲面 本 身 视 
为 一 个 空间 , 它 的 特性 不 依赖 于 它 的 包容 空间 ,开创 了 微分 几何 的 现代 研究 。 换 名 话说 ,高 
斯 曲率 K 是 只 由 曲面 的 第 一 基本 形式 决定 的 基 ,是 等 距 变换 下 的 不 变量 。 这 说 明 曲 面 的 度 
量 性 质 本 身 蕴涵 着 一 定 弯 曲 性 质 。 对 于 只 给 定 第 一 基本 形式 的 曲面 ,讨论 只 与 第 一 基本 形 
式 有 关 性 质 ,从 而 抛 开 包容 于 它 的 欧 氏 空间 ,更 不 必 顾 及 它 在 包容 它 的 欧 氏 空间 中 的 形象 ， 
这 就 形成 了 曲面 的 内 蕴 几 何 。 内 蕴 几 何 的 核心 是 讨论 曲面 上 的 测 地 线 . 曲 面 上 的 向 量 场 和 
曲面 域 上 高 斯 曲率 K 的 积分 等 问题 。 特 别 是 关于 常 高 斯 曲率 曲面 的 研究 。 


6.2 拓扑 学 


拓扑 学 思想 的 萌芽 可 以 追溯 到 欧 拉 的 哥 尼斯 堡 七 c 
桥 问题 (1736, 要 求 设计 一 条 散步 路 线 ,使 河上 每 桥 走 a 
过 一 次 且 只 过 一 次 ,参见 图 1-14) ,地 图 四 色 问题 等 间 

题 的 研究 。 拓 扑 所 研究 的 是 几何 图 形 的 那样 一 些 性 
质 , 它 们 在 图 形 被 夸 曲 、 拉 大 、 缩 小 或 任意 的 变形 下 保 
持 不 变 , 只 要 在 变形 过 程 中 既 不 使 原来 不 同 的 点 融化 
为 同一 个 点 ,又 不 使 新 点 产生 。 换 名 话说 ,这 种 变换 的 条 件 是 , 在 原来 图 形 的 点 与 变化 了 的 
图 形 的 点 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ,并 且 邻 近 的 点 变 成 邻近 的 点 。 这 后 一 性 质 叫做 连续 性 ; 
因而 要 求 的 条 件 便 是 ,这 变换 和 它 的 道 两 者 都 是 连续 的 。 这 样 的 一 个 变换 叫做 一 个 同 胚 或 
拓扑 变换 。 拓 扑 有 一 个 通行 的 形象 的 外 号 一 橡皮 几何 学 ,因为 如 果 图 形 都 是 用 橡皮 做 成 ， 
的 ,就 能 把 许多 图 形变 形成 同 胚 的 图 形 。 例 如 ,一 个 橡皮 图 能 变形 成 一 个 圆周 或 一 个 方 图 ， 
它们 同 胚 ; 但 是 一 个 橡皮 圈 和 阿拉 伯 数 字 8 这 个 图 形 不同 胚 ,因为 不 把 图 上 的 两 个 点 熔 成 


图 1-14 


和 


一 个 点 , 圈 就 不 会 变 成 8。 

高 斯 也 研究 过 一 些 与 拓扑 学 有 关 的 问题 ,他 们 均 称 这 类 问题 为 “位 置 几何 ”。“ 拓 扑 学 ” 
这 一 术语 则 是 高 斯 的 学 生 李 斯 廷 首先 引用 的 。 但 拓扑 学 本 质 上 是 属于 20 世纪 的 抽象 学 科 。 
庞 加 莱 1895 一 1905 年 间 在 同一 主题 4 位置 分 析 》 下 发 表 的 一 组 论文 ,开创 了 现代 拓扑 学 研 
究 。 庞 加 莱 将 几何 图 形 剖 分 成 有 限 个 相互 连接 的 基本 片 ,并 用 代数 组 合 的 方法 研究 其 性 质 。 
用 这 样 的 观点 加 以 研究 的 拓扑 学 叫做 组 合 拓扑 学 。 庞 加 莱 定 义 了 高 维 流 形 、 同 豚 、 同 调 , 引 
进 了 一 系列 拓扑 不 变量 ,首次 建立 了 庞 加 莱 对 偶 定 理 , 提 出 了 庞 加 莱 猜 想 ,等 等 。 总 之 ,组 合 
拓扑 学 在 庞 加 莱 手 中 葛 定 了 基础 。 

1926 年 , 诺 特首 先 洞察 到 群 论 在 组 合 拓扑 学 研究 中 的 重要 意义 。 在 她 的 影响 下 ,和 霍 普 
夫 1928 年 定义 了 同调 群 ,1940 年 左右 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 和 亚历山大 又 定义 了 上 同调 群 。 由 庞 
加 莱 首 先 提 出 的 同调 概念 刻画 了 定向 图 形 的 边缘 关系 ,同调 群 的 引进 就 将 拓扑 问题 转化 为 
抽象 代数 问题 。 同 调 论 提 供 了 拓扑 学 中 易于 计算 的 .常用 的 不 变量 。 从 拓扑 到 代数 过 渡 的 
另 一 条 途径 是 同 伦 理论 ,是 与 流 形 之 间 的 连续 映射 的 连续 变形 有 关 的 研究 。 同 伦 论 的 葛 基 
人 是 波兰 数学 家 胡 勤 维 茨 ,他 在 1935 一 1936 年 间 引 进 了 维 同 伦 群 概念 。 同 调 论 与 同 伦 论 
一 起 推动 组 合 拓扑 学 逐步 演变 成 主要 利用 抽象 代数 方法 的 代数 拓扑 学 。1942 年 ,美国 数学 
家 菜 夫 谢 英 《 代 数 拓扑 学 ?一 书 的 出 版 ,标志 着 代数 拓扑 学 这 一 分 支 学 科 的 正式 形成 。 同 调 
论 和 同 伦 论 ,始终 是 这 一 学 科 的 两 大 支柱 。 


练 习 1 


1. 高 中 的 几何 学 习 是 否 应 以 多 年 的 欧 几 里 得 (原本 》 学 习 为 基础 ? 讨论 欧 几 里 得 的 方 
法 与 “现代 ?方法 相 比 较 的 利弊 。 

2， 比 较 笛 卡 儿 和 费 马 的 解析 几何 ,将 其 中 一 个 作者 的 思想 撰写 一 份 学 习 报告 。 

3. 为 什么 说 非 欧 几何 学 的 诞生 促进 了 几何 公理 系统 的 建立 ? 

4. 数学 公理 化 方法 的 意义 和 作用 是 什么 ? 


1 锐角 假设 与 罗氏 几何 


1.1 锐角 假设 与 到 曲 几 何 


前 面 已 经 提 到 , 萨 凯 里 考虑 一 个 四 边 形 ABCD, 其 中 人 A= 人 B, 它 们 都 是 直角 ,并 且 
AC 三 BD。 容 易 证 明 人 C= 人 D。 此 二 角 的 大 小 只 有 三 种 可 能 , 即 为 钝 角 、 吉 角 与 锐角 , 萨 凯 
里 称 它们 分 别 为 钝 角 假 设 、 直 角 假 设 与 锐角 假设 。 由 于 欧 几 里 得 平行 公理 等 价 于 直角 假设 ， 
因此 萨 饥 里 考察 了 另外 两 种 可 能 的 选择 。 在 钝 角 假设 的 基础 上 ,应 用 欧 几 里 得 的 其 他 公理 ， 
萨 凯 里 很 容易 地 推导 出 矛盾 。 在 锐角 假设 下 , 萨 凯 里 证 明了 一 系列 有 趣 的 结果 ,得 到 了 现今 
非 欧 几 里 得 几何 学 中 许多 经 典 定理 。 最 后 ,在 讨论 已 知 直 线 与 过 这 直线 外 一 点 的 直线 族 的 
位 置 关系 时 , 萨 凯 里 推导 出 两 条 渐 近 直线 在 无 穷 远 必 有 一 条 公 垂 线 。 他 虽然 没有 得 到 任何 
矛盾 ,但 却 断 言 这 一 结论 与 通常 观念 显然 不 合 情 理 ,于 是 判定 锐角 假设 不 真实 。 

后 来 , 兰 伯 特 于 1766 年 完成 了 题 为 《平行 线 论 ?的 研究 报告 ,他 沿用 萨 凯 里 的 方法 ,从 考 
察 一 个 有 三 个 角 都 是 直角 的 四 边 形 出 发 ,讨论 第 四 个 角 是 锐角 .直角 或 钝 角 的 可 能 性 ,并 且 
相应 地 做 出 三 种 假设 。 兰 伯 特 否定 了 钝 角 假设 ,但 是 在 锐角 假设 下 得 不 出 矛盾 时 ,他 对 欧 几 
里 得 平行 公理 的 可 证 明 性 提出 了 人 怀疑 。 兰 伯 特 认识 到 任何 一 组 几何 假设 ,如 果 不 导致 矛盾 ， 
则 一 定 可 以 提供 一 种 可 能 的 几何 学 。 兰 伯 特 的 思想 是 先进 的 ,这 是 认识 上 的 一 个 突破 ,没有 
这 种 认识 上 的 突破 , 非 欧 几 里 得 几何 学 就 不 可 能 被 发 现 。 

事实 上 ,今天 人 们 把 以 罗氏 的 锐角 假设 为 基础 推导 出 来 的 几何 称 为 罗氏 几何 ,又 称 为 双 曲 
几何 学 ; 继而 由 德国 数学 家 和 歼 曼 在 钝 角 假 设 下 发 现 的 非 欧 几何 称 为 黎 曼 几 何 ,又 称 椭圆 几何 。 


到 人 天 了 


第 2 章 . 非 歇 几何 的 小 种 典型 模 列 


1.2 双 曲 几何 的 代表 一 一 罗 民 几何 简介 


两 干 多 年 来 ,许多 人 都 试图 证 明 欧 氏 第 五 公设 ,但 是 都 没有 成 功 ,直到 19 世纪 初 问题 才 
从 相反 的 方向 得 到 解决 。 俄 国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 、 匈 牙 利 的 波 尔 约 、 德 国 的 高 斯 等 人 几乎 同时 
得 出 一 种 非 欧 几何 ,他 们 证 明了 : 如 果 和 否定 第 五 公设 , 则 存在 另 一 种 几何 , 它 与 欧 氏 几何 不 
同 , 而 其 中 没有 任何 矛盾 。 也 就 是 说 ,对 平行 公理 的 研究 导致 了 新 几何 的 发 现 ,新 几何 满足 
欧 几 里 得 的 前 面 四 个 公设 ,而 不 满足 第 五 公设 。 一 般 称 为 双 曲 几何 或 者 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 

罗氏 平行 公理 一 一 它 是 欧 氏 平行 公理 (通过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 直线 与 已 知 直线 共 
面 不 交 ) 的 否定 命题 , 即 :“ 通 过 直线 外 的 每 一 点 至 少 有 两 条 直线 与 已 知 直 线 共 面 不 交 。?” 

罗氏 几何 的 主要 内 容 。 罗 氏 几 何 里 有 许多 不 同 于 欧 氏 几何 的 定理 ,例如 : 

中 共 面 不 交 的 两 直线 ,被 第 三 条 直线 所 截 同 位 角 (或 内 错 角 ) 不 一 定 相 等 。 

GO 同一 直线 的 垂 线 和 斜 线 不 一 定 相交 。 

(3 三 角形 内 角 和 小 于 二 直角 。 

@ 两 三 角形 若 有 三 内 角 对 应 相等 , 则 两 三 角形 必 全 等 ( 即 不 存在 相似 而 不 全 等 的 三 
角形 ) 。 

@) 通过 不 共 线 三 点 不 一 定 能 作 一 

@ 三 角形 三 条 高 线 不 一 0 

通过 直线 a 外 一 点 B 有 无 穷 多 直线 与 a 共 面 不 交 , 过 B 也 有 无 穷 多 直线 于 a 相交 。 

@ 在 罗氏 平面 上 两 直线 或 相交 或 沿 某 方向 平行 ,或 既 不 相交 又 不 沿 任何 方向 平行 ,在 
后 者 情况 下 , 称 为 分 散 线 或 超 平行 线 。 任 何 两 对 平行 线 可 以 互相 重合 。 

@@ 空间 二 直线 的 关系 或 是 共 面 ,或 是 异 面 。 共 面 又 有 相交 ,平行 .分 散 三 种 情况 ; 异 面 
即 不 在 同一 平面 上 。 

此 外 ,在 罗氏 几何 中 还 可 以 研究 球 曲 面 上 的 内 在 (内 蕴 ) 几 何 。 极 限 曲 面 上 的 几何 是 欧 
氏 几 何 ; 等 距 面 上 的 几何 是 罗氏 几何 。 

双 曲 几何 和 欧 氏 几何 一 样 ,很 多 定理 的 证 明 可 以 不 依赖 于 平行 公理 ,这 样 的 定理 在 双 曲 
几何 也 成 立 。 

1868 年 ,意大利 数学 家 Beltrami 在 一 篇 文章 中 证 明了 双 曲 几何 可 以 局 部 实现 于 普通 的 
欧 氏 空间 ,作为 下 面 曲面 上 的 几何 学 ,此 曲面 的 方程 为 


. . uw 
rf(u,v) = {sinucosw, sinusinw, — lntan > cosu | 


这 一 曲面 是 由 O-zy 平面 上 的 奥 物 线 绕 x 轴 旋 转 得 到 的 , 它 是 高 斯 曲率 等 于 一 1 的 曲 
面 , 叫 伪 球 面 。 在 这 一 局 部 模型 上 , 双 曲 几何 的 直线 段 对 应 曲面 上 的 测 地 线 (曲面 上 的 连接 
两 点 的 最 短 曲线 ) 。 


1.3 真理 性 讨论 


在 欧 氏 几何 中 平行 公理 是 : 过 平面 上 直线 外 的 一 点 ,有 且 只 有 一 条 直线 与 原 直线 平行 ; 
在 双 曲 几何 中 平行 公理 是 : 过 平面 上 直线 外 的 一 点 有 无 穷 多 条 直线 ,无 论 怎样 延长 也 不 与 
原 直 线 相 交 。 这 两 条 公理 看 来 是 相悖 的 。 

在 我 们 通常 的 经 验 中 ,如 果 出 现 两 个 相互 矛盾 的 论断 ,那么 一 定 有 一 个 是 错误 的 。 如 何 
判断 我 们 现在 遇 到 的 问题 呢 ? 是 不 是 一 种 几何 是 正确 的 ,而 另 一 种 几何 是 错误 的 呢 ? 问题 
没有 这 样 简单 。 

那么 ,判断 的 标准 是 什么 呢 ? 也 就 是 说 ,根据 什么 标准 去 判断 一 种 几何 是 否 正 确 呢 ? 本 
质 上 是 数学 真理 与 客观 真理 的 关系 问题 。 这 是 两 个 在 本 质 上 不 同 的 问题 。 首 先 要 判断 : 这 
两 种 几何 是 不 是 数学 真理 , 即 在 数学 上 它们 是 不 是 正确 的 ; 其 次 要 判断 : 这 两 种 几何 是 否 
刻画 了 我 们 所 生活 的 物理 世界 。 

第 一 个 问题 是 逻辑 问题 , 即 它们 是 不 是 数学 真理 。 这 个 问题 在 19 世纪 末 已 经 解决 : 这 
两 种 几何 都 是 数学 真理 。 无 论 是 欧 氏 几何 还 是 双 曲 几何 在 逻辑 上 都 没有 错误 ,都 是 正确 的 。 
从 不 同 的 公理 体系 出 发 ,自然 得 出 不 同 的 定理 。 

当 数 学 家 深思 新 几何 出 现 的 意义 时 ,思想 得 到 了 一 次 真正 的 解放 。 原 来 人 们 可 以 通过 
构造 不 同 的 公理 体系 来 建立 不 同 的 几何 学 。 所 以 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 出 现 为 大 量 新 几何 的 
出 现 打开 了 大 门 。 

第 二 个 问题 是 ,我 们 所 居住 的 物理 空间 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 ? 

这 个 问题 是 数学 真理 与 客观 真理 的 关系 问题 。 一 切 数学 真理 都 存在 这 一 问题 。 回 答 这 
个 问题 的 办 法 不 是 靠 思 辨 而 是 靠 实践 。 但 是 目前 的 观测 还 不 能 判断 我 们 所 生活 的 空间 是 欧 
氏 的 还 是 非 欧 的 。 

如 果 观 测 的 办 法 不 能 回答 这 一 问题 ,那么 借助 物理 学 的 研究 成 果 来 探索 这 一 问题 也 将 
是 一 个 重要 途径 。 效 今 为 止 , 存 在 两 种 对 物理 空间 的 理解 : 一 种 是 牛顿 的 , 一 种 是 爱 因 斯 
坦 的 。 

对 于 牛顿 ,时 间 和 空间 形成 一 个 绝对 的 框架 , 字 宙 的 物质 活动 按照 稳定 的 秩序 在 其 中 运 
行 。 这 个 字 宙 对 每 一 个 观测 者 都 是 一 样 的 ,不 管 他 站 在 什么 地 方 或 以 什么 方式 旅行 。 即 使 
对 这 样 的 空间 ,也 不 能 判断 , 它 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 。 

1905 年 ,著名 物理 学 家 爱 因 斯 坦 发 表 了 狭义 相对 论 。 按 照 这 种 理论 ,时 间 与 空间 是 不 
可 分 割 的 。1915 年 ,他 又 发 展 了 广义 相对 论 。 在 广义 相对 论 中 他 放弃 了 对 时 空 均 匀 人 性 的 假 
定 ,而 认为 时 空 是 由 不 均匀 的 物质 分 布 和 运动 所 构成 。 爱 因 斯 坦 使 光 联 上 时 间 , 时 间 又 联 上 
空间 ; 使 能 量 联 上 物质 ,物质 联 上 空间 ,空间 又 联 上 引力 。 爱 因 斯 坦 的 物理 空间 是 十 分 复杂 
的 。 所 以 ,从 整体 上 看 ,这 个 空间 的 几何 学 不 会 是 欧 氏 的 ,也 不 会 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 。 但 是 
在 局 部 上 , 欧 氏 几何 与 非 欧 几 何 都 是 物理 空间 的 很 好 的 近似 。 


La 


罗 巴 切 夫 斯 基 简 介 


罗 巴 切 夫 斯 基 , 俄 国人 。1792 年 12 月 1 日生 于 诺 伏 哥 德 一 个 官吏 家 庭 。1807 一 1811 
年 在 喀 山 大 学 读书 ,1811 年 获 硕士 学 位 并 留 校 任教 。1814 年 起 任教 授 助 理 ,1816 年 起 任 非 
常任 教授 ,1822 年 起 任 常任 教授 。1820 一 1821 年 及 1823 一 1825 年 兼任 物理 数学 系 主任 。 
1827 一 1846 年 任 校 长 。1846--1856 年 任 喀 山 区 的 副 督 学 。1856 年 2 月 24 日 在 喀 山 逝世 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 上 的 划时代 的 贡献 是 首创 了 一 种 非 欧 几 里 得 几何 学 , 即 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 学 。 他 深入 地 研究 了 平行 线 理论 。1840 年 的 论文 《平行 线 理论 的 几何 研究 ) 中 指 
册 了 平行 线 理论 的 严重 缺陷 。1826 年 2 月 11 日 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 数学 系 的 会 议 上 
宣读 了 论文 《几何 学 原理 的 扼要 冰释 及 平行 线 定理 的 一 个 严格 证 明 》。 这 一 天 被 认为 是 非 欧 
几何 学 诞生 的 日 子 。 在 论文 中 ,他 作 了 一 个 极 大 胆 的 假设 : 过 平面 ABC 上 的 直线 AB 外 一 
点 C, 可 作 多 于 一 条 直线 与 AB 不 相交 。 从 这 个 假设 出 发 展开 几何 命题 的 推论 ,使 他 获得 了 
严密 而 完整 的 命题 体系 , 即 新 的 几何 体系 ,并 命名 为 “ 拟 想 的 几何 学 "”。 这 篇 论文 由 于 听讲 者 
不 理解 而 被 搁置 一 边 , 原稿 况 被 委 失 。 但 在 1829 一 1830 年 的 喀 山 大 学 机 关 刊 物 《 喀 山 通报 》 
上 刊登 了 他 的 研究 报告 4 几何 学 原理 》, 这 是 从 1826 年 的 论文 中 摘录 出 来 的 。 这 篇 论文 阐述 
了 非 欧 几 何 学 的 基本 原理 ,给 出 了 直角 三 角形 的 边 角 关 系 。 由 这 些 等 式 ,就 可 以 在 他 建立 的 
系统 中 发 展 这 种 新 几何 学 的 解析 几何 学 和 微分 几何 学 。 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 是 他 去 世 12 
年 后 才 得 到 承认 和 广泛 流传 的 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 还 有 一 系列 的 几何 学 著作 ,如 1835 年 的 《 虚 几 何 学 》、1836 年 的 《 庶 几 何 
学 在 一 些 积 分 上 的 应 用 》、1835 一 1838 年 的 《几何 学 新 原理 及 完整 的 平行 线 理 论 》、1855 年 的 
《 泛 几 何 学 》。 这 些 说 明 , 罗 巴 切 夫 斯 基 是 一 位 始终 如 一 地 在 为 建立 非 欧 几何 学 作 不 懈 努 力 
的 学 者 。 

罗 巴 切 夫 斯 上 基 在 数学 的 其 他 领域 也 作出 了 贡献 ,并 有 一 系列 的 论著 。 其 中 主要 有 ; 
1834 年 的 《代数 学 有 限 运算 》《 关 于 三 角 级 数 的 消失 》1841 年 的 《关于 无 穷 级 数 的 收 和 证 》， 
1852 年 的 (关于 一 些 定 积 分 的 值 }, 等 等 。 他 在 数学 分 析 领 域内 发 现 了 一 些 关于 三 角 级 数 以 
及 一 般 级 数 的 定理 。 他 还 首先 确定 了 函数 连续 性 与 可 微 性 的 区 别 , 给 出 了 “函数 ”的 较 准 确 
的 定义 。 

非 欧 几何 学 的 创立 打破 了 两 千 多 年 唯心 主义 形而上学 的 空间 观念 ,把 几何 学 从 传统 的 
哲学 束缚 下 解放 出 来 ,因而 有 着 非常 重要 的 认识 论 上 的 意义 。 罗 巴 切 夫 斯 基 不 仅 在 数学 上 
为 人 类 作出 了 重大 的 贡献 ,而 且 在 哲学 思想 宝库 中 也 留 下 了 珍贵 的 财富 。 他 在 当时 的 历史 
条 件 下 ,不 怕 狐 立 、 不 怕 打 击 、 坚 持 真 理 的 大 无 慑 精神 和 用 于 解放 思想 的 精神 ,同样 为 后 人 树 
立 了 光辉 的 榜样 。 


2 钝 角 假 设 与 球面 几何 


2.1 怨 角 假设 与 本国 几何 


继 罗氏 几何 后 ,德国 数学 家 黎 曙 在 1854 年 又 提出 了 既 不 是 欧 氏 几何 又 不 是 罗氏 几何 的 
新 的 非 欧 几何 学 。 这 种 几何 采用 公理 “同一 平面 上 的 任何 两 直线 一 定 相 交 ?” 代 和 替 欧 几 里 得 平 
行 公理 ,并 对 欧 氏 几何 中 其 余 公 理 的 一 部 分 做 了 改动 ,在 这 种 几何 里 ,三 角形 内 角 和 大 于 两 
直角 。 这 种 非 欧 几何 学 又 称 椭圆 几何 , 它 和 球面 几何 学 没有 太 大 的 差别 ,如 果 把 球面 的 对 顶 
点 看 成 同一 点 ,就 得 到 这 种 几何 学 。 


2.2 桶 加 几何 的 代表 一 一 球面 几何 简介 


我 们 所 居住 的 地 球 ,其 局 部 地 貌 虽 然 丘 陵 起 伏 ,山川 纵横 ,但 是 其 全 局 的 形状 却 十 分 接 
近 于 一 个 球面 ,这 也 是 我 们 把 它 称 为 “地 球 ” 的 缘故 。 球 面 也 是 几何 学 研究 的 对 象 , 称 为 球面 
几何 。 显然 ,球面 几何 是 研究 球面 上 图 形 性 质 的 几何 学 , 它 以 球面 上 的 三 角形 ( 即 球面 上 三 
条 大 圆 缴 所 围 成 的 图 形 ) 为 基本 研究 对 象 , 进 而 研究 其 他 球面 图 形 的 性 质 。1595 年 ,法 国 数 
学 家 波 蒂 斯 楚 克 在 《三 角 学 ; 解 三 角形 的 简明 处 理 》 一 书 中 首先 使 用 这 一 术语 ,三 角 学 是 以 
研究 平面 三 角形 和 球面 三 角形 的 边 和 角 的 关系 为 基础 ,达到 测量 上 的 应 用 为 目的 的 一 门 学 
科 。 早 期 三 角 学 是 天 文学 的 一 部 分 ,后 来 研究 范围 逐渐 扩大 ,成 为 以 三 角 函 数 为 主要 对 象 的 
学 科 , 它 是 数理 分 析 的 基础 和 应 用 科学 的 工具 。 在 球面 上 ,应 用 三 角 函 数 研究 球面 图 形 , 称 
为 球面 三 角 学 , 它 在 天 文学 、. 测 地 法 .航海 术 中 被 广泛 应 用 。 


2.2.1 球面 上 的 基本 图 形 


(1) 大 圆 和 小 贺 

球面 上 的 大 圆 是 指 一 个 过 球 心 的 平面 在 球面 上 的 截 线 。 球 面 上 不 是 大 圆 的 圆 叫 做 小 
圆 。 大 圆 在 球面 几何 中 扮演 “直线 ”的 角色 ,过 球面 上 任 两 点 A 
和 B 可 以 作 一 大 圆 ,点 A 和 B 把 大 圆 分 成 两 段 大 圆 弧 , 长 的 叫 
优 弧 , 短 的 叫 劣 弧 。 如 果 不 加 声明 ,大 圆 弧 指 的 是 劣 弧 , 记 成 
“ 弧 ”*AB。 它 扮演 平面 上 “线段 ”的 角色 。 

(2) 球面 角 

球面 上 一 点 及 过 该 点 的 任意 两 个 大 圆 弧 构 成 的 图 形 称 为 球 
面 角 ,这 两 条 大 圆 弧 的 切线 间 的 夹 角 即 为 该 球面 角 的 大 小 。 如 
图 2-1 所 示 , 两 大 圆 红 AB 和 AC 的 交点 A 上 相应 的 两 条 大 图 图 2-1 


切线 AB’ ,4AC 间 的 夹 角 称 为 这 两 大 圆 弧 的 夹 角 , 记 为 角 A, 也 可 以 称 两 平面 04B 和 OAC 
所 构成 的 二 面 角 为 这 两 大 圆 缴 的 夹 角 。 

(3) 球面 二 角形 

把 一 个 球面 角 的 两 边 延 伸 , 它 们 相交 于 角 顶 点 的 对 径 点 ,这样 得 到 的 图 形 称 为 球面 二 角 
形 或 月 形 。 也 就 是 说 ,任意 两 个 不 同 的 大 圆 弧 把 球面 分 成 四 部 分 ,其 中 的 任 一 部 分 称 为 一 个 
月 形 , 也 称 为 梭 形 。 

(4) 球面 多 边 形 

球面 上 由 大 圆 弧 所 构成 的 封闭 图 形 称 为 球面 多 边 形 。 这 些 大 圆 弧 称 为 它 的 边 。 球 面 多 
边 形 根据 它 的 边 数 的 多 少 分 别称 为 球面 三 角形 , 球 四 边 形 , 球 五 边 形 等 。 

球面 多 边 形 的 边 ,必须 是 大 圆 ( 即 以 球 心 为 圆心 的 圆 ) 的 贺 pa 


弧 。 任 意 两 个 不 同 大 圆 的 两 个 交点 是 球面 上 的 一 对 对 径 点 , 即 球 
的 同一 条 直径 的 两 个 端点 称 为 一 对 对 径 点 。 其 中 ,球面 三 角形 
(如 图 2-2) 是 球面 上 最 常用 的 基本 图 形 , 构 成 球面 三 角形 的 大 圆 ( 
弧 称 为 三 角形 的 边 ,三 条 边 的 交点 称 为 三 角形 的 顶点 ,过 球面 三 
角形 顶点 分 别 作 大 圆 弧 的 切线 ,两 条 切线 所 成 的 角 称 为 球面 三 角 
形 的 角 。 

注 上 面 所 说 的 球面 二 角形 不 适合 于 球面 多 边 形 的 定义 , 因 
为 球面 二 角形 的 一 边 等 于 半 大 贺 ,而 球面 多 边 形 的 一 边 小 于 半 大 圆 ,因此 最 简单 的 球面 多 边 
形 是 球面 三 角形 。 

(5) 极 三 角形 | 

过 球 心 垂直 大 圆 所 在 平面 的 直径 交 球 面 于 两 点 , 称 为 大 圆 的 极点 。 设 球面 三 角形 
ABC, 各 边 为 a,6,c, 如 果 4 是 边 BC 所 在 大 圆 的 极 ,并 且 与 A 在 这 大 圆 的 同 侧 ; 同时 B,， 
Co 分 别 与 边 CA,AB 也 具有 同样 的 关系 , 则 球面 三 角形 叫做 球面 三 角形 ABC 的 极 三 角形 ， 
如 图 2-3(a) , 若 把 它们 从 球面 上 截 下 来 , 则 可 用 图 2-3(b) 表 示 。 球 面 三 角形 的 角 ( 或 边 ) 与 
其 极 三 角形 的 边 (或 角 ) 互 补 ( 读 者 自 证 )。 


图 2-2 


(a) (b) 


(6) 对 称 三 角形 

假设 从 球面 三 角形 4BC 的 顶点 向 球 心 作 半径 并 延长 ,使 
之 与 球面 交 于 A,,B. ,Ce , 则 用 大 圆 驶 把 这 些 点 两 两 连接 起 来 cs 
便 得 到 一 球面 三 角形 , 它 和 原 三 角形 对 应 , 称 为 原 三 角形 的 对 
称 三 角形 (如 图 2-4)。 三 角形 A。BoC。 中 所 有 的 边 和 角 都 分 po 
别 等 于 三 角形 ABC 中 相当 的 部 分 ,但 虽然 如 此 ,它们 并 不 重 
合 。 原 因 在 于 第 一 个 三 角形 中 各 边 的 排列 次 序 和 第 二 个 三 角 
形 并 不 相同 。 


2.2.2 球面 三 角形 


(1) 球面 三 角形 边 角 之 间 的 关系 

定理 2.1 球面 三 角形 中 ,两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,两 边 之 差 小 于 第 三 边 。 

定理 2.2 球面 三 角形 中 ,等 边 对 等 角 , 等 角 对 等 边 。 

定理 2.3 球面 三 角形 中 ,大 角 对 大 边 , 大 边 对 大 角 。 

定理 2.4 球面 三 角形 的 周 长 小 于 大 圆周 长 。 

读者 自行 证 明 。 

(2) 球面 三 角形 的 面积 公式 

在 半径 为 尺 的 球面 上 ,任意 球面 A4BC 的 面积 = (A 十 B 十 C 一 x)R:。 特 别 地 ,在 单位 

球面 上 ,球面 八 ABC 的 面积 二 A 十 B 十 C 一 x。 
上 述 结论 说 明 ,球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 r。 
和 证 明 如 图 2-5 所 示 , 将 4B,A4AC 这 两 个 大 圆 圆 弧 延长 , 它 

们 相交 于 4 的 对 径 点 Ao; 这 两 条 半圆 圆 弧 之 间 的 区 域 为 球面 
二 角形 ,由 于 球面 二 角形 可 视 为 大 圆 围 绕 直 径 旋 转 某 一 角度 
上 A 所 成 的 旋转 面 , 因 此 ， Ce 


例 ， 所 以 它 的 面积 是 全 球面 面积 的 信人 全 信 , 即 拖 全 4xR' 一 2R' A, 其 


Bo Ao 中 一 4 表示 一 A 的 弧度 数 ， SR 分 别 为 A,B,C 的 对 径 
图 2-5 点 , 则 有 

人 Aaac 十 SAauBc = 2R’*/A, (2-1) 
AhBc 十 SaAaauc 一 2R: 一 甩 ， (2-2) 
SAaac 十 Sangc, 一 2R’ ALC, (2-3) 

Saasc, 一 SAAuauc。 

又 由 于 

9AhBc 十 Samac 十 Sanaaic 十 Seaamc 一 Sy = 2rR2 ， (2-4) 


式 (2-1) 十 式 (2-2) 十 式 (2-3) 得 


3SAaac 十 SAA BC 卡 SAAaB,c 得 SAABco = 2R:(AA+ LB+ 和 人 0O)。 (2-5) 
式 (2-5) 一 式 (2-4) 得 


2SAasc + 2rR’ = 2R2(CA 十 了 十 一 C)， 
即 
.ed r 十 总 。 
当 R=1 时 ,单位 球面 三 角形 的 面积 公式 S 一 A 十 B 十 C 一 x。 


(3) 球面 三 角形 的 边 角 关 系 
球面 上 的 正弦 定理 ” 设 单 位 球面 上 球面 人 ABC 的 三 内 和 角 分 别 为 <A, 人 人 B, 人 C, 三 边 长 


分 别 为 a,b,c 则 sin4 一 sin 有 一 sinC 


sina sinb sinc® 
球面 上 的 余弦 定理 ” 设 单位 球面 上 球面 八 ABC 的 三 内 角 分 别 为 人 A, 人 B,C, 三 边 长 
分 别 为 asb,c; 则 


cosa = cospcosc 十 SinpsinccosA， 
cosb = cosccosa 十 sincsinacosB, 
cosc = cosacosb 十 sinasinbcosC, 


球面 上 的 “ 勾 股 ”定理 ” 设 单 位 球面 上 球面 八 ABC 的 三 内 角 分 别 为 A, 了 B,C, 其 中 
一 个 内 角 一 C 一 子 , 三 边 长 分 别 为 apc, 则 cosc 一 cosacosB。 


(4) 球面 三 角形 的 全 等 
定义 2.1 两 个 球面 三 角形 ,如 果 三 对 边 对 应 相等 ,三 对 角 也 对 应 相等 , 则 这 两 球面 三 
角形 称 为 相等 的 ; 如 果 方 向 也 相同 , 则 称 为 是 全 等 的 ; 如 果 方 向 相反 , 则 称 为 是 对 称 的 。 
定理 2.5 ”如果 两 个 球面 三 角形 有 两 对 边 对 应 相等 ,并 且 它 们 的 夹 角 也 相等 , 则 这 两 球 
面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 对 称 。 
推论 ”如果 两 个 球面 三 角形 有 两 对 角 对 应 相等 而 且 它们 的 夹 边 也 对 应 相等 , 则 这 两 球 
面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 对 称 。 | 
定理 2.6 如 果 两 个 球面 三 角形 的 三 对 边 对 应 相等 , 则 这 两 球面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 
对 称 。( 读 者 自 证 ) | 
推论 如果 两 个 球面 三 角形 的 三 对 角 对 应 相等 , 则 这 两 球面 三 角形 相等 , 即 全 等 或 
对 称 。 
证 明 设 人 ABC 和 AAiBiC 中 ,A 二 Al1,B8==Bl,C= 二 Ci,a,byc, 和 ai;bi,ci 分 别 是 这 
两 个 三 角形 的 相应 的 边 ,分 别 作 出 它们 的 极 三 角形 A 人 ABC 和 八 A1B1C' ,其 对 应 各 边 的 长 
分 别 为 a ,5 ,c 和 a1,54,c1, 则 
Ata =180=ATai, B+b =180=B+W,， C+c 一 180" = 人 CG +c, 
A=A:,， B=B, C=0O, 
所 以 a’=a1 ;6 二 ,C=c1 ,从 而 得 A 人 ABC SA4aB1C1 , 故 


‘=Ai, B=B, C=0, 
i ,A 十 a 二 A 十 a1,B' 十 b= 二 Bi 十 bi ,C 十 c 二 C1 十 cj， 
A’=A1，B’=B1， C=01,， 
所 以 Bh pc 一 cl 从 而 得 人 ABC 和 A 人 Al B， Ci 。 得 证 。 
注 ”最 后 一 个 推论 对 于 欧 氏 几何 不 成 立 。 因 为 平面 几何 告诉 我 们 ; 两 个 三 角形 的 三 对 


角 相 等 ,三 角形 相似 ,不 一 定 全 等 。 


歼 曼 简介 


歼 受 ,德国 人 。1826 年 9 月 17 日生 于 汉诺威 。14 岁 时 ,他 进入 大 
学 预科 学 习 。 在 校长 的 鼓励 下 ,他 以 惊人 的 速度 和 理解 力 阅读 了 勒 让 
德 、 欧 拉 等 著名 数学 家 的 著作 。19 岁 时 ,遵照 父亲 的 意愿 进入 哥 延 根 大 
学 学 习 神 学 。 但 是 在 高 斯 市 伯 、 斯 特 因 等 数学 家 的 影响 下 ,他 对 数学 
更 感 兴趣 。 征 得 父亲 同意 后 ,他 放弃 了 神学 而 改修 数学 ,并 成 为 高 斯 晚 
年 的 门生 。 在 高 斯 的 指导 下 ,于 1851 年 11 月 完成 了 博士 论文 ( 复 变 函 
数 的 基础 》, 并 获得 了 博士 学 位 。1859 年 , 狄 利克 雷 逝 世 ,作为 他 的 继承 
人 ，, 黎 受 被 任命 为 可 延 根 大 学 教授 。 同 年 ,他 被 选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 - 
和 巴黎 科 学 院 院士 。 由 于 长 期 生活 艰难 ,工作 劳累 , 黎 曼 身体 很 不 好 。1866 年 7 月 20 日 不 
幸 病 逝 于 意大利 ,年 仅 39 岁 。 

黎 受 在 他 短 短 的 一 生 中 ,发 表 的 论文 并 不 多 ,但 是 他 的 每 一 篇 论文 不 仅 在 当时 ,即使 在 
当代 也 是 具有 重要 意义 的 ,他 在 数学 的 许多 领域 作出 了 划时代 的 贡献 。 

在 复 变 函数 论 方面 。 他 在 其 溥 士 论文 中 ,引入 了 解析 函数 的 概念 ,完全 摆脱 了 显 式 表示 
的 约束 ,而 注重 一 般 性 原理 。 在 积分 学 方面 。 他 在 其 1854 年 的 任职 论文 中 ,推广 了 狄 利克 
雷 、 柯 西 所 创建 的 只 适用 于 连续 函数 的 积分 概念 ,建立 了 适用 于 有 界 函 数 的 积分 概念 , 即 歼 
概 积 分。 在 三 角 级 数理 论 方面 。 他 在 其 1854 年 的 任职 论文 中 ,试图 找 出 使 区 间 [ 一 rm 中 
的 一 点 工 处 了 (z) 的 傅 里 叶 级 数 收 你 于 FCz) 时 ，Fz) 必 须 满足 的 充分 必要 条 件 。 

在 几何 基础 方面 。 他 在 1854 年 的 就 职 演讲 中 ,彻底 革新 了 几何 观念 ,创立 了 歼 曼 几何 。 
他 提出 的 空间 的 几何 并 不 只 是 高 斯 微分 几何 的 推广 。 他 重新 开辟 了 微分 几何 发 展 的 新 途 
径 , 并 在 物理 学 中 得 到 了 应 用 。 他 认为 欧 几 里 得 的 几何 公理 与 其 说 是 自明 的 ,不 如 说 是 经 验 
的 。 于 是 ,他 把 对 三 维 空间 的 研究 推广 到 n 维 空间 ,并 将 这 样 的 空间 称 之 为 一 个 流 形 。 他 还 
的 从 而 发 展 了 空间 理论 和 关 
于 曲率 的 原理 。 

在 数论 方面 。 他 于 1859 年 发 表 的 论文 (在 给 定 大 小 之 下 的 素数 的 个 数 ) 圳 动 了 数学 界 ， 


< 1 


他 把 素数 分 布 的 问题 归结 为 函数 5(z) 一 2 三 ,Zz 二 ZX 十 iy 的 问题 ,这 就 是 著名 的 歼 要 5 


测 数 。 
此 外 ,他 对 微分 方程 理论 也 作出 了 贡献 ,有 以 他 的 名 字 命 名 的 恒等式 与 方程 。 


3 非 欧 交 几 何 的 实现 模型 


罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 诞生 后 长 期 不 为 人 们 所 接受 ,一 个 重要 原因 是 , 它 所 得 到 的 结论 是 奇 
特 的 ,与 人 们 所 熟悉 的 事实 大 相 径 庭 ,尽管 在 逻辑 推理 上 它 是 严密 的 ,无懈可击 的 。 但 是 除 
去 逻辑 推理 外 ,人 们 看 不 到 任何 东西 。 因 而 在 现实 空间 中 找到 一 个 模型 来 实现 它 , 就 变 得 十 
分 重要 了 。 

第 一 个 这 样 的 模型 是 1868 年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 给 出 的 。 他 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 
面 的 一 部 分 与 伪 球 面 的 一 部 分 之 间 建 立 了 点 之 间 的 对 应 ,然后 用 伪 球 面 的 内 蕴 几 何 来 解释 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 这 种 解释 给 予 人 们 很 大 的 启发 ,使 人 们 对 非 欧 几何 有 了 进一步 的 认识 。 
这 种 解释 的 缺点 是 , 它 不 是 整体 的 ,只 是 局 部 的 。 

第 一 个 整体 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 是 德国 数学 家 克 莱 因 给 出 的 。 他 在 1871 年 的 
一 篇 论文 中 概略 地 叙述 了 他 的 思想 。 他 是 第 一 个 认识 到 无 需 用 曲面 来 获得 非 欧 几何 模型 的 
人 。 克 莱 因 把 单位 圆 作 为 罗氏 几何 的 平面 ,把 圆 中 的 弦 作 为 罗氏 几何 的 直线 。 在 适当 地 定 
义 了 距离 概念 之 后 ,使 得 罗氏 几何 的 模型 得 以 实现 。 克 莱 因 的 这 一 模型 使 人 们 对 罗氏 几何 
有 了 真实 感 。 

克 莱 因 之 后 ,法国 数 学 家 庞 加 莱 给 出 了 另 一 个 罗氏 几何 的 模型 。 他 把 克 莱 因 模 型 中 的 
弦 改 为 垂直 于 单位 圆周 的 圆 弧 ,并 把 非 欧 几何 与 分 式 线性 变换 联系 起 来 。 庞 加 莱 的 模型 为 
罗氏 几何 的 应 用 开辟 了 广阔 的 道路 。 目 前 这 一 模型 在 复 分 析 . 黎 曼 曲面 、 自 守 函 数 、 克 莱 因 
群 等 许多 数学 分 支 中 得 到 广泛 应 用 。 


了 2 
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3.1 克 莱 因 模型 


如 果 把 投影 平面 上 某 一 条 直线 作为 无 穷 远 直线 ,可 得 到 仿 射 平面 。 进 一 步 在 仿 射 平 面 
上 适当 地 定义 两 点 之 间 的 距离 与 直线 的 夹 角 就 得 到 欧 氏 平面 。 下 面 取 定 射影 平面 上 一 条 实 
的 非 退 化 的 二 次 曲线 KK,K 把 射影 平面 上 的 点 分 成 三 部 分 : K 上 的 点 ; K 内 部 的 点 (无 切线 
点 ); KK 外 部 的 点 (二 切线 点 )。 适 当选 择 射影 坐标 ,KK 的 方程 可 写成 xz? 十 zi 一 zz 一 0, 采 用 


点 的 非 齐 次 坐标 A y= 则 玉 : zz 十 二 1 也 可 以 看 成 欧 氏 平面 EF: 上 的 单位 圆 。 


定义 3.1 K 内 部 的 点 所 成 集合 有 H? 二 {(z,y) Ez 十 过 1} 叫做 双 曲 平面 ,其 上 的 
点 是 双 曲 平面 上 的 点 ,二 次 曲线 上 点 成 为 理想 点 或 无 穷 远 点 ,K 叫做 双 曲 平面 的 绝对 形 。 


定义 3.2 绝对 形 K 的 每 一 条 弦 ( 即 射影 平面 上 直线 在 K 内 部 分 ) 是 双 曲 平面 上 的 直 
线 , 点 与 直线 的 结合 关系 是 通常 的 结合 关系 。 

定义 3.3 ”如 果 双 曲 平面 上 两 直线 在 H* 上 不 相交 , 称 它 们 平行 ; 如 果 它 们 相交 于 绝对 
形 , 则 称 它们 是 一 对 极限 平行 线 。 

P(zi，zsyzi) 是 双 曲 平面 上 点 的 充 要 条 件 是 过 十 也 一 刀 <0。 根 据 定义 , 双 曲 平面 上 任 
一 直线 与 绝对 形 有 两 个 交点 ,因此 , 任 一 双 曲 直线 上 有 两 个 无 穷 远 点 。 双 曲直 线 上 任意 两 点 
决定 一 双 曲 线段 。 由 定义 ,平行 关系 是 相互 的 , 即 如 果 直 线 与 了 平行 , 则 ?1 与 上 也 是 平 
行 的 。 

这 样 定义 的 双 曲 平面 是 双 曲 几何 的 一 个 模型 ,叫做 克 莱 因 模型 。 


死 菜 因 简 介 


克 菜 因 ,德国 人 。1849 年 4 月 25 日 生 于 菜 菌 河畔 。1871 年 1 月 被 
聘 为 可 延 根 大 学 教授 。1872 年 起 任 埃 尔 朗 根 大 学 教授 。1874 年 起 任 
暮 尼 黑 工 业 高 等 学 校 教授 。1875 年 当选 伦敦 皇家 学 会 会 员 。1886 年 
起 任 哥 廷 根 大 学 教授 。1908 年 任国 际 数学 教育 委员 会 中 央 委 员 。1925 
年 6 月 22 日 去 世 。 

、 克 莱 因 在 数学 上 的 贡献 是 多 方面 的 。 

在 几何 学 方面 。1871 年 8 月 他 发 表 了 《关于 非 欧 几何 的 统一 的 研 
究 》, 把 凯 菜 关于 以 一 般 射 影 关 系 来 决定 度量 的 思想 和 空间 概念 拓展 为 
一 般 化 ,把 欧 氏 几何 .罗氏 几何 . 黎 氏 几何 在 椭 园 、 双 曲 和 抛物 线 的 几何 学 的 名 目下 统一 起 来 
了 。1872 年 ,在 著名 的 就 职 演说 中 ,用 变换 群 的 概念 ,把 各 种 几何 学 统一 起 来 ,论证 了 各 种 
几何 都 有 相应 的 群 对 应 。 所 谓 几 何 学 ,就 是 探 完 群 进行 变换 时 不 变 的 图 形 性 质 , 即 变 成 了 群 
的 不 变 式 论 。 这 个 演说 被 称 为 埃 尔 朗 根 岗 领 , 它 支 配 了 几何 学 的 50 年 的 研究 方法 。 

此 外 , 克 菜 因 于 1895 年 总 结 了 前 人 的 研究 成 果 , 给 出 几何 三 大 问题 不 可 能 用 圆规 直 尺 
作 图 的 简单 而 明晰 的 证 法 ,彻底 解决 了 延续 两 千 多 年 的 巧 案 。 

在 函数 论 方面 。 从 1874 年 起 , 克 菜 因 着 重 把 群 论 应 用 于 线性 微分 方程 . 椭 园 模 函 数 、 阿 
贝 汞 函数 及 自 守 函数 的 研究 。 在 应 用 数学 方面 。 从 1892 年 起 , 哥 廷 根 大 学 在 克 菜 因 的 指导 
下 ,纯粹 数学 和 应 用 数学 并 重 , 尤 其 重视 数学 在 物理 学 上 的 应 用 。 

特别 要 指出 , 克 菜 因 在 数学 教育 方面 花费 了 很 大 精力 。1908 年 在 罗马 召开 的 第 4 届 国 
际 数学 家 大 会 上 设立 了 国际 数学 教育 委员 会 , 克 菜 因 被 选 为 中 央 委 员 ; 在 第 5 届 同 一 委员 
会 上 ,他 担任 主席 。 克 菜 因 强调 要 用 近代 数学 的 观点 改造 传统 的 中 学 数学 内 容 。1908 年 他 
编 了 一 套 《 用 高 等 观点 研究 初等 数学 》, 极 力主 张 加 强 函 数 和 徽 积 分 的 教学 ,认为 要 充实 代数 


内 容 ; 主张 把 解析 几何 纳入 中 学 数学 的 教学 内 容 ; 还 要 求 用 变换 观点 改造 传统 几何 内 容 。 
他 的 这 些 主张 都 陆续 地 实现 了 。 

克 菜 因 对 数学 史 有 特别 的 研究 。 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 他 写 了 一 本 《19 世纪 数学 史 讲 
义 》, 阅 明了 数学 发 展 的 历史 意义 ,着 重 对 数学 作 了 历史 的 考察 ,把 数学 放 在 整个 文化 中 
研究 。 

1912 年 克 菜 因 获 伦敦 皇家 学 会 的 科普 利 奖 。 


3.2 遍 加 菜 模 型 


用 A 表示 复 平面 C 上 的 单位 圆 , 即 A= {zx: jz|<1}, 它 的 边界 C Bp 
用 34 表示 , 取 A 的 内 部 为 非 欧 平面 , 任 一 点 zE A, 都 是 非 欧 平面 内 
的 点 , 称 为 非 欧 点 。 在 A 内 与 34 内 垂直 的 圆 弧 或 者 直线 段 , 称 为 非 
欧 平面 的 非 欧 直线 (如 图 2-6 所 示 )。 由 此 ,所 有 过 原点 的 直线 都 是 
非 欧 直线 。 两 条 非 欧 直 线 间 的 夹 角 定义 为 在 交点 处 他 们 切线 的 来 
角 ,若非 欧 直 线 是 直线 段 , 则 切线 就 是 它 本 身 。 


此 外 ,还 需 定义 两 点 间 的 非 欧 距离 。 任 取 两 个 非 欧 点 ,zz E 二 
4,zi，,zz 间 的 非 欧 距 离 定义 为 
之 > 一 之 1 
1 es 


d (zi,zz) = ln 
1— 


2 Zl 


1 — zzz 

欲 证 d (zi ,xz ) 是 距离 函数 ,需要 验证 它 满足 通常 关于 距离 的 三 条 性 质 ，: 
(1) d (zi ,zz ) 之 0, 等 号 仅 在 zi 一 zs 时 成 立 ; 

(2) d (zi ,z2)—=d(z2 ,zi); 

(3) d(z1 yz) 和 dz ,za3) td(z ,zz)。 

验证 如 下 。 


(1) 当 z 一 zy 时 ， 


0, 从 而 &(Czi,z?) 盖 0。 
(2) 只 需 注 意 | 二 一 z|=|z: 一 二 | 和 |1 一 所 吉 | 一 |1 一 之 2 | 即 可 ,而 这 是 明显 的 。 
(3) 由 读者 自行 验证 。 
给 定 A 内 一 点 x。 和 一 个 实数 ”0, 以 z 为 中 心 ,以 7 为 半径 的 非 欧 加 定义 为 集合 
A= {z € A: dl(zo,z) <r}, 
到 z。 的 非 欧 距离 等 于 r 的 一 切 点 的 集合 
A= {zx € A: d(zo,z) = r} 
叫做 以 zo 为 中 心 以 > 为 半径 的 非 欧 圆周 。 


之 2 Zl 2 Zl 


一 0, 从 而 dzizz) 一 In1 一 0; 当 zj 关 z 时 ， 


工 一 zl z? 1 一 zi zs 


车 w 二 f(z) 是 A 到 A 的 一 个 变换 ,在 这 个 变换 下 两 点 的 非 欧 距离 保持 不 变 , 即 d(xzi， 
Z2) = dw ,2 ) ,其 中 1 = f(z1) ,w= f(z2) ; 则 成 了 是 一 个 非 欧 刚 体 运动 。 
在 非 欧 几何 中 , 非 欧 运动 保持 非 欧 距离 不 变 。 


庞 加 莱 简 介 

庞 加 菜 , 法 国人 。1854 年 4 月 29 日 生 于 南 锡 市 。 他 对 数学 深 感 兴 
趣 , 于 1876 年 写 出 了 论文 《关于 微分 方程 所 定义 的 济 数 的 性 质 》, 于 
1878 年 发 表 在 《高 等 工艺 学 校 学 报 》 上 。 同 年 ,他 写 出 了 博士 论文 《 自 变 
量 为 任意 个 数 的 偏 微 分 方程 的 积分 》, 获 得 了 巴黎 大 学 数学 博士 学 位 。 
1879 年 起 庞 加 蒜 任 卡 思 大 学 教授 。1881 年 起 执教 于 巴黎 大 学 。1908 
年 被 选 为 法 国 科 学 院 院 士 。1912 年 7 月 17 日 在 巴黎 道 世 。 

庞 加 某 是 19 世纪 末 20 世纪 初 国家 数学 界 的 领袖 人 物 ,是 一 位 对 数 
学 及 其 应 用 做 了 广泛 的 独创 性 、 黄 基 性 工作 的 大 师 。 

首先 ,他 创立 了 自 守 函数 理论 和 微分 方程 定性 理论 。 自 守 函 数 就 是 在 某 些 变换 群 作 用 
下 不 变 的 通 数 , 它 是 圆 函 数 、 双 曲 函 数 、 椭 圆 函 数 的 推广 。 记 加 菜 深 入 研究 了 常 微分 方程 所 
定义 的 积分 曲线 的 形状 和 奇 点 的 性 质 。 他 创立 了 研究 微分 方程 的 新 方法 , 即 不 求解 方程 ,而 
从 方程 本 身 出 发 ,直接 研究 积分 曲线 的 性 质 ,就 是 解 的 性 质 。 这 个 方法 被 称 为 微分 方程 的 定 
性 理论 。 

其 次 , 庞 加 菜 是 组 合 拓扑 学 的 芮 基 人 。 他 研究 了 代数 函数 f(zX,y,z) 二 0 当 zr,y,z 都 是 
复数 时 的 四 维 曲 面 的 结构 。 值 得 一 提 的 是 ,1912 年 他 在 逝世 前 不 久 得 到 了 一 个 有 重要 价值 
的 不 动 点 理论 : 如 果 平 切 环 的 一 个 自身 到 自身 的 拓扑 变换 把 它 的 一 边 ( 是 圆周 ) 沿 着 一 个 方 
向 转动 ,而 把 另 一 边沿 着 相反 的 方向 转动 ,同时 保持 面积 不 变 , 则 在 平 切 环 里 至 少 存在 两 个 
不 动 点 。 

第 三 , 庞 加 菜 在 非 欧 几何 、 代数 几 何 、 偏 微分 方程 .积分 方程 等 领域 里 也 作 了 许多 贡献 。 
如 独立 地 得 到 了 平面 双 曲 几何 的 记 加 菜 模 型 ; 在 代数 几何 中 得 到 了 一 个 普遍 的 单 值 化 定 
理 , 并 于 1907 年 完成 了 这 个 定理 的 证 明 ; 1894 年 证 明了 偏 微分 方程 Au 十 Mu 一 (这 里 人 是 
复数 ,在 区 域 边 界 上 zx 一 0) 在 一 个 有 界 三 维 区 域内 的 所 有 特征 值 的 存在 性 及 基本 性 质 ; 
等 等 。 

让 加 菜 也 是 一 位 物理 学 家 。 

让 加 菜 同时 还 是 一 位 自然 科学 哲学 家 ,他 主张 数学 的 对 象 及 真理 不 能 脱离 数学 的 真理 
或 直觉 而 独立 存在 ,它们 应 当 能 够 通过 理性 的 活动 或 直觉 的 活动 而 独立 存在 。 发 表 了 一 系 
列 的 自然 哲学 名 著 。 


让 加 菜 由 于 在 数学 上 不 断 作 出 卓越 贡献 ,得 到 了 许多 奖励 : 1881 年 由 于 论文 《 单 变量 
线性 微分 方程 理论 的 重点 改善 }》 而 得 到 法 国 科学 院 的 数学 科学 大 奖 ; 1889 年 获 瑞典 国王 奥 
斯 卡 二 世 设 立 的 国际 数学 奖 ; 1905 年 获 秽 牙 利 科学 院 颁发 的 奖金 为 10 000 人 金 克 朗 的 鲍 
子 奖 。 

庞 加 某 一 生 写 过 近 500 篇 科学 论文 和 几 十 部 科学 著作 。 被 公认 是 19 世纪 后 四 分 之 一 
和 20 世纪 初 的 领袖 数学 家 ,是 对 于 数学 和 它 的 应 用 具有 全 面 知识 的 最 后 一 个 人 。 


练 习 2 


1. 简 述 罗氏 几何 公理 体系 与 传统 欧 氏 几何 公理 体系 的 异同 。 

2. 仔细 研读 黎 曼 的 讲演 “几何 基础 的 假说 ”。 试 描述 黎 曼 的 主要 新 思想 ,这 些 思想 在 20 
世纪 又 如 何 得 到 发 扬 光 大 ? 常常 有 这 样 一 种 说 法 : 黎 曼 的 工作 是 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 的 先 
驱 , 你 对 此 有 何 想法 ? 

3. 简 述 非 欧 几何 的 实现 模型 对 非 欧 几 何 的 发 展 和 应 用 的 意义 。 


欧 氏 几何 、 仿 射 
几何 与 射影 几何 


欧 氏 JL 与 二 次 曲线 的 度量 性 质 及 分 类 


在 以 前 的 几何 学 习 中 ,我 们 曾经 研究 过 了 长 度 、 角 度 、 面 积 等 涉及 大 小 的 图 形 性 质 , 还 研 
究 了 圆 .三 角形 .多边 形 .全 等 .相似 ,平行 等 涉及 形状 及 位 置 关系 的 图 形 性 质 。 在 那里 ,研究 
问题 的 基本 观点 是 静止 的 .固定 的 ,我 们 把 以 前 的 几何 叫做 初等 几何 。 但 现实 世界 的 客观 
事物 却 是 在 不 断 运动 和 发 展 变 化 的 ,为 了 更 加 深入 地 、 客 观 地 认识 图 形 的 性 质 ,需要 男 一 
种 几何 ,我 们 把 它 叫 做 高 等 几何 。 在 高 等 几何 中 ,将 用 运动 和 变换 的 观点 去 考察 图 形 的 
性 质 。 


1 直角 坐标 系 、 欧 氏 平面 .变换 群 与 等 距 变 换 


本 节 将 介绍 直角 坐标 系 、. 欧 氏 平 面 .运动 与 变换 以 及 变换 群 等 相关 概念 。 


1.1 直角 坐标 系 与 欧 民 平面 


在 解析 几何 中 ,我 们 知道 在 平面 上 建立 一 个 标 架 ,就 唯一 确定 一 个 坐标 系 , 有 了 坐标 系 ， 
平面 上 的 点 或 者 向 量 就 有 了 确定 的 坐标 ,并 且 点 的 坐标 与 向 量 的 坐标 之 间 也 有 了 -一 种 一 一 
对 应 关系 ,从 而 几何 上 的 很 多 问题 就 可 以 借助 代数 的 知识 来 进行 讨论 和 研究 。 

定义 1.1 车 二 维 平面 上 标 架 {O; ei ,es} 的 基 向 量 ea ,es 是 标准 正 交 基 , 则 把 此 标 架 对 
应 的 坐标 系 叫做 二 维 直角 坐标 系 ,在 此 坐标 系 下 点 的 坐标 叫做 笛 卡 儿 直 角 坐 标 ,简称 直角 
坐标 。 

直观 上 ,我 们 把 建立 了 直角 坐标 系 的 平面 叫做 欧 氏 平面 。 


1.2 变换 群 


1.2.1 映射 与 变换 的 定义 


定义 1.2 设 有 集合 S 和 S’, 若 对 于 S 中 的 每 一 个 元 素 4, 按照 确定 的 对 应 法 则 T, 在 
S 中 总 存在 唯一 元 素 a 与 之 对 应 , 则 把 此 法 则 工 叫做 从 集合 S 到 集合 S 的 映射 , 记 为 
T: S—>S’, (1-1) 
若 在 工 之 下 ,元素 a(E€ 5S) 的 对 应 元 素 是 a (ES ), 则 称 工 将 a 映 成 a , 记 为 
ahra' = T(a), 
并 称 a 为 a 在 工 之 下 的 像 ,a 为 a’ 在 之 下 的 原 像 。 

对 于 映射 (1-1) ,我 们 用 TC(S) 表 示 和 集合 S 的 全 体 元 素 在 TT 之 下 的 像 的 集合 。 一 般 地 ， 
T(S) 是 S 的 子 集 , 即 TCS)CS’。 车 TC(S) 一 S', 即 S' 中 的 每 一 元 素 在 TT 之 下 都 有 原 像 , 则 
把 此 映射 叫做 满 射 ; 若 S 中 不 同 元 素 的 像 也 不 同 , 则 把 此 映射 叫做 单 射 , 既 是 单 射 又 是 满 射 
的 映射 ,叫做 双 射 ( 即 一 一 映射 ), 双 射 在 映射 理论 研究 中 是 最 重要 的 。 

在 本 书 中 ,将 两 个 集合 之 间 的 双 射 叫做 对 应 ; 将 集合 到 自身 的 双 射 叫做 变换 。 


1.2.2 二 维 平 面 上 的 点 变换 及 其 代数 表达 式 


定义 1.3 设 集合 x 和 x 是 两 个 平面 , 若 对 于 平面 x+ 上 的 每 一 个 点 M ,按照 确定 的 对 应 
法 则 ,在 平面 x 上 总 存在 唯一 点 M' 与 之 对 应 , 则 把 此 法 则 工 叫做 从 平面 + 到 平面 x' 的 映 
射 , 记 为 

T:r 一 rr。 (1-2) 
车 在 工 之 下 ,点 MC(E) 的 对 应 点 是 M'(Ex), 则 称 工 将 点 1M 映 成 点 M“ , 记 为 
Mm M’ = T(M)， 
并 称 点 M' 是 点 M 在 之 下 的 像 点 ,点 M 是 点 M' 在 工 之 下 的 原 像 点 。 

特别 地 , 当 x 和 x 是 同一 个 平面 , 且 映 射 是 双 射 时 ,此 映射 叫做 平面 上 的 一 个 点 变换 。 

从 代数 学 我 们 知道 ,可 以 证 明 , 平 面 上 点 变换 的 代数 表示 式 是 一 个 非 退 化 的 线性 变换 ， 
即 设 平面 上 原 像 点 M 的 坐标 是 C(x,») , 像 点 M 的 坐标 是 (x,y ), 则 将 点 M 变 成 点 M' 的 点 
变换 的 代数 表达 式 为 

下 一 QZ 十 aizy 十 a， 


兴 0。 (1-3) 


i 
y = anZzazszy tb, G21 422 


此 点 变换 的 特征 是 , 点 变动 ,而 坐标 系 不 动 。 另 外 有 一 种 变换 一 一 坐标 变换 , 它 的 特征 
是 ; 坐标 系 变 动 ,而 点 不 动 。 由 以 前 的 相关 知识 知道 ,点 变换 和 坐标 变换 的 代数 表示 式 可 能 
形式 上 都 是 一 样 , 比 如 都 为 式 (1-3) ,但 对 其 中 (x ,y ) 和 (xz,y) 的 理解 是 不 同 的 , 即 当 它 是 点 
变换 时 ,其 中 的 (zx ,y ) 和 (zx,y) 表 示 像 点 和 原 像 点 在 同一 坐标 系 下 的 坐标 ; 而 当 它 是 坐标 


变换 时 ,其 中 的 (z ,y ) 和 (zx,y) 却 表示 同一 点 在 新 旧 两 个 坐标 系 下 的 坐标 。 
作为 例子 ,下 面 介 绍 几 种 常见 的 特殊 点 变换 。 
例 1( 恒 等 变换 ) 若 工 是 把 平面 r 上 的 点 都 变 到 自身 的 变换 , 即 任 给 M 属于 ,都 有 
Mh>TCM 一 M =M, 
则 把 变换 工 叫做 恒 等 变换 (或 单位 变换 ) , 常 记 为 T, 恒 等 变换 的 代数 表达 式 为 


I: . (1-4) 
» Yo 
例 2( 平 移 变 换 ) 将 平面 上 的 点 M 按 定向 量 a 的 方向 移动 到 点 M ,使 得 MM 一 a 的 变 
换 叫 做 平移 变换 ,简称 平移 。 以 e 为 平移 向 量 的 平移 变换 常 记 为 T。。 为 了 给 出 平移 变换 的 
代数 表达 式 , 在 平面 上 选取 由 标 架 {O; i,j) 决 定 的 直角 坐标 系 O-zy ,如 图 3-1 所 示 。 设 
Mz,y),M (z’,y) ,a 二 (zo ,yo) ,利用 MM =a, 易 得 在 平移 变换 T。 的 作用 下 , 像 点 坐标 与 
原 像 点 坐标 之 间 的 关系 , 即 平移 变换 T。 的 代数 表达 式 为 


ZX 一 工 十 Zoo， 
Ta | 区 (1-5) 
2 一 ?十 yo。 
在 代数 上 , 式 (1-5) 与 平面 解析 几何 中 平移 坐标 轴 的 坐标 变换 公式 是 一 致 的 。 但 要 注 
意 ,两 者 在 几何 意义 上 是 不 同 的 ; 前 者 表示 点 变动 ,坐标 系 不 动 ; 而 后 者 表示 坐标 系 变动 ， 
点 不 动 。 
例 3( 旋 转变 换 ) 对 平面 上 的 固定 点 O 和 有 向 角 9, 使 得 原 像 点 M 与 像 点 M' 满 足 关 
系 ; 10M|=|OM| ,MOM = 二 9 的 点 变换 叫做 以 O 为 中 心 的 旋转 变换 ,简称 旋转 ， 以 坐标 
原点 O 为 中 心 ,旋转 角 为 9 的 旋转 变换 常 记 为 R,。 


图 3-1 图 3-2 


如 图 3-2 所 示 , 以 直角 坐标 系 O-zy 的 原点 O 为 中 心 ,在 此 坐标 系 下 ,由 于 原 像 点 M 的 
坐标 (zx,y) 可 以 写成 
(zyy) = (| OM | cosy, | OM | sinp)， 
故 像 点 M(x',y ) 的 坐标 为 
z= | Ow | cos(g 二 0 
:=|0M | (cospcos0 — singsing) = zcos0 — ysing, 
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y =| Ow | sin(Cp 十 0) = zsin0g 十 ycosb。 
于 是 ,在 给 定 的 直角 坐标 系 下 ,Rs 的 代数 表达 式 为 
Z = zcos0 一 ysing, 
Re: 1 ， (1-6) 
y 一 zsing 十 ycosg。 

显然 ,在 代数 上 , 式 (1-6) 与 平面 解析 几何 中 旋转 坐标 轴 的 坐标 变换 公式 是 一 致 的 。 但 
要 注意 ,两 者 在 几何 意义 上 也 是 不 同 的 : 前 者 表示 点 变动 ,坐标 系 不 动 ; 而 后 者 表示 坐标 系 
变动 ,点 不 动 。 

例 4( 镜 射 变换 ) ”对 平面 上 的 定 直 线 1, 使 得 原 像 点 M 与 像 点 M “之 间 的 线段 MM 被/ 
垂直 平分 的 点 变换 叫做 以 ! 为 轴 的 镜 射 变换 ,简称 镜 射 (也 称 反 射 ), 轴 为 1 的 镜 射 常 记 
为 Mi。 

如 图 3-3 所 示 ,在 以 1 为 模 轴 的 直角 坐标 系 O-zy 下 , 镜 射 的 代数 表达 式 为 
a Ci 
4 y 一 一 y。 
请 读者 给 出 以 纵 轴 为 轴 的 镜 射 的 代数 表达 式 。 

以 上 各 例 均 为 平面 到 自身 的 变换 ,下 面 给 出 两 个 平面 之 间 的 对 应 。 

例 5( 平 行 射影 ) 如 图 3-4 所 示 , 设 平面 x 与 平面 x 交 于 直线 &,r 是 既 不 平行 于 x, 又 
不 平行 于 x 的 向 量 。 对 于 x 上 任意 点 MM, 过 点 M 作 平行 于 r 的 直线 , 交 x 于 点 M', 则 将 点 
M 映 成 点 M 的 点 对 应 叫做 平面 x 到 平面 x 的 平行 射影 ,向 量 r 叫做 投影 方向 。 


图 3-3 图 3-4 
我 们 今后 主要 讨论 在 二 维 平面 上 点 到 点 ,点 到 直线 以 及 直线 到 直线 之 间 的 变换 。 


1.2.3 映射 的 乘积 与 逆 


若 将 平面 上 的 点 M 先 施行 R。 得 M ,再 施行 T, 得 M , 则 由 式 (1-6) 和 式 (1-5) 易 得 
MGCz,y) 到 M (好 , 光 ) 的 关系 式 为 


f, 一 zcosb 一 ysing + zo， 


y = zsinb ycos0+ yo。 
我 们 把 这 种 从 点 M 到 点 M“ 的 变换 叫做 变换 尽 。 与 变换 TT。 的 乘积 , 记 为 T,。R, (或 T,R,) , 即 
M=T,.R MD, 
映射 是 可 以 连续 施行 的 ,一 般 地 , 设 有 上 映射 T: S 一 S' 和 T,: S'—S’”, 则 乘积 TT : 
S 一 S' 定 义 为 
对 于 任意 MES,T TCM 一 TeLTCMD)]。 | 
由 映射 乘积 的 定义 可 知 ,映射 的 乘积 满足 结合 律 。 事 实 上 ,对 于 任意 ME S, 总 有 
LT, (TT )JM) = Ts[T;T,(M)] 二 T;{T; LT, CM ]) ， 
[CT To) TM = (TTO)LT MD] = TtTLIT CO])， 
于 是 (TT) T=T, (TT,), 
要 注意 的 是 ,一 般 映 射 的 乘积 不 满足 交换 律 , 即 一 般 T,T, 隆 TT, 。 请 读者 自己 举例 。 
我 们 知道 , 双 射 T: S-~S 有 道上 映射 了 !: S' -一 S, 即 若 TCM) 一 M , 则 TCD) 一 M。 
而 且 ,对 于 变换 工 , S-~S ,显然 有 
TI = TT=1, 
直观 上 ,容易 看 到 Ts ! 一 T_。 ,Ry! 一 Ro;, 即 


XT =X zo, 
先入 
y 一 yy 一 yo5; 


. = Zcos( 一 0) 一 ysin( 一 0) = zcosg 十 ysing, 
一 1 
Pe” y = zsin( 一 b) 十 ycos( 一 0) = 一 zsing 十 ycosb。 


1.2.4 变换 的 不 动 元 素 与 不 动 子 集 


定义 1.4 对 于 变换 T: S-~S, 若 存在 元 素 ME S, 使 得 TCM 一 M, 则 把 M 叫做 此 变换 
的 不 动 元 素 ; 若 存在 S 的 子 集 下 ,使 得 TCF) 二 FF, 则 把 下 叫做 此 变换 的 不 动 子 集 。 

显然 ,由 不 动 元 素 构成 的 子 集 是 不 动 子 集 ; 反之 ,不 动 子 集 的 元 素 却 不 一 定 是 不 动 
元 素 。 
由 定义 可 知 , 对 于 恒 等 变换 7, 每 一 元 素 都 是 不 动 元 素 , 每 一 子 集 都 是 不 动 子 集 ; 平移 变 
换 T。(a 关 0) 无 不 动 元 素 , 平 行 于 平移 向 量 a 的 直线 都 是 不 动 直 线 ; 旋转 变换 R,(9 关 0) 除 原 
点 外 无 不 动 元 素 ,以 原点 为 圆心 的 圆 都 是 它 的 不 动 子 集 ， 
S 的 不 动 子 集 ; 反之 亦 然 , 即 集合 S 上 的 变换 与 其 逆 变 换 有 相同 的 不 动 子 集 . 
”的 不 动 直线 。 
一 


例 6 于 和 变换 Ma ， | 
y= 


解 ” 设 直线 /经 此 镜 射 变换 作用 后 的 像 为 
1/: 4Az' 十 By 十 CC 一 0， 
“， ”代入 上 式 得 


> 


4z 一 By 十 C=0。 
直线 1 是 不 动 直线 ( 即 ! 与 重合 ) 的 充分 必要 条 件 为 


A_.B _c 

A —B C’ 
此 式 等 价 于 

2AB = 9 

es 9 
即 

A 二 0，B 关 0，C=0 或 A 关 0，B=0， 

于 是 不 动 直 线 的 方程 为 


y 二 0 和 Azxr 二 C= 0(A 冯 0)， 
即 z 轴 与 垂直 于 z 轴 的 直线 都 是 不 动 直线 。 


1.2.5 变换 群 的 概念 


对 于 给 定 的 集合 S, 我 们 已 经 考察 了 S 上 的 单个 变换 ,现在 将 研究 S 上 的 若干 个 变换 构 
成 的 集合 。 

定义 1.5 设 S 是 一 个 集合 ,G 是 S 上 某 些 变换 构成 的 集合 。 若 集合 G 满足 下 列 两 个 
条 件 : 

(1) G 中 任意 两 个 变换 的 乘积 仍然 属于 C， 

(2) G 中 每 一 变换 的 道 变换 也 属于 G， 
则 集合 G 叫做 集合 S 上 的 一 个 变换 群 。 

按 此 定义 , 任 给 属于 G, 则 有 T :T= TT !==IT 也 属于 G, 即 任何 变换 群 一 定 包 含 恒 
等 变换 。 

作为 例子 ,我 们 考察 绕 坐 标 原点 O 的 全 体 旋 转变 换 的 集合 C。 首 先 , 任 给 REG, 则 
R 一 ReoEGi 又 对 于 任 给 的 Re EGG 一 1,2) ,直观 上 有 Re Re。 一 Resro EG。 这 样 我 们 直 
观 地 证 明了 平面 上 绕 原 点 O 的 旋转 变换 的 集合 G 是 一 个 变换 群 ,把 它 叫 做 施 转 群 。 由 于 旋 
转 群 仅 依赖 于 独立 参数 0, 故 常 记 为 G, 。 又 如 只 包含 恒 等 变换 了 的 集合 {T} 也 是 一 个 变换 
群 , 它 是 最 小 的 变换 群 。 

车 一 变换 群 G 的 所 有 变换 都 属于 变换 群 G, 则 把 变换 群 G 叫做 变换 群 G 的 子 变换 群 。 
例如 每 一 变换 群 G 都 是 自己 的 子 群 , {1T} 是 任何 变换 群 G 的 子 群 ,这 两 个 子 群 叫做 群 G 的 平 


几 子 群 ; 变换 群 C 除 它 的 两 个 平凡 子 群 外 的 子 群 叫做 变换 群 G 的 非 平凡 子 群 ,也 叫 变 换 群 
G 的 真子 群 。 容 易 证 明 


G = {Ro = 1,Rs,R.,Ry) 
是 旋转 群 G, 的 一 个 非 平凡 子 群 。 
在 欧 氏 平面 上 ,可 以 计算 两 点 之 间 的 距离 、 两 直线 间 的 夹 角 等 几何 量 。 在 几何 中 , 距 
离 是 一 个 尤为 重要 的 量 , 但 点 变换 可 能 会 改变 距离 ,下 面 介 绍 一 个 与 距离 有 关 的 特殊 点 
变换 。 


1.3 等 距 变 换 


1.3.1 等 距 变 换 的 定义 和 代数 表达 式 


定义 1.6 在 欧 氏 平面 上 ,保持 任意 两 点 之 间距 离 不 变 的 点 变换 叫做 等 距 变 换 。 
关于 等 距 变 换 的 代数 表达 式 ,我 们 有 下 面 的 结论 ，。 
定理 1.1 在 欧 氏 平面 上 ,变换 


zx = 1 工 十 aligy 十 ais 9 
| 天 0 (1-8) 


yy» 二 dT 十 C22 了 十 Uz23 9 Q21 C322 


是 等 下 变换 的 充 要 条 件 为 矩阵 4 一 (oo 一 | “| 是 正 交 短 隆 。 
证 有 明 设 欧 氏 平 面 上 任意 两 点 Mi ,M; 在 变换 
和 = 人 1 十 aizy 十 ais 9 


dz21 


U1 CQ12 


和 0 


了 
3 一 G21Z 十 azzy 十 cz， U21  Q32 


的 作用 下 像 点 分 别 为 点 Mi ,Mi ,点 Mi ,Ma 所 确定 的 向 量 是 a 一 (al az ) ,点 M1 ,M2 所 确定 
的 向 量 是 a “一 (a! ,Ga2)， 则 有 (af ,a3 ) 一 (al ;Q2)AT, 故 
1\2 a J 4 a4 2 工 41 
(a ) 《ai (| 《ai ,42)A 4("). 
从 而 对 于 任意 的 向 量 a ,a “二 a *( 即 保持 任意 两 点 之 间 的 距离 不 变 ) 的 充分 必要 条 件 为 4TA= 
E, 即 和 4 一 4 , 亦 即 矩阵 4 是正 交 矩阵 。 
注 正 交 条 件 4 一 =47 用 矩阵 的 元 素 表 示 为 
< 十 ai = ajs 十 a 纪 二 1， aidiz 十 aziazz 一 0。 
定理 1.2 在 欧 氏 平面 上 ,等 距 变换 的 代数 表达 式 总 可 以 写成 
E24 cos@ 二 sinO\ /并 Ql 
(2 (0 | 加 区 全 )， | Se 


其 中 9 是 属于 (一 x,x] 的 定 角 。 


Quy QI12 
天 0 


C21 QQ22 


| 一 1 十 alizy 十 ci， 


y = Ca1 工 十 aazy 十 azs > 
是 等 距 变 换 , 即 有 ai 十 a 二 1, 故 可 设 ai 一 cosb,az 一 sing。 又 由 于 oa 十 o 和 一 1, 再 设 at 一 


cospyazz 一 Sinp。 由 条 件 oilai 十 airaz 一 0, 可 得 cos(g—O) 一 0, 从 而 9 如 +0 或 9 一 +t. 
当 p 一 于 十 9 时 ,Qs 一 一 sin9,az 一 cos9; 
当 g 一 一 于 十 9 时 ,a 一 sin9,azs 一 一 cosg。 


将 上 面 这 些 结论 代入 
一 11 人工 十 G2Yy 十 人 13 9 


一 021 工 十 C22y 十 Go3， 
中 ,再 写成 矩阵 形式 就 可 得 到 式 (1-9) 。 
由 于 sin(2&x 十 9) 一 sing,cos(2&r 十 0 一 cosg, 故 为 确定 起 见 ,我 们 总 可 以 假定 E (一 x,xj。 


1.3.2 等 距 变 换 的 直观 实现 


由 等 只 变 换 的 定义 知道 ,平移 ,旋转 和 镜 射 都 是 等 距 变 换 。 下 面 我 们 证 明 任何 等 距 变 换 
都 可 以 通过 平移 .旋转 和 镜 射 这 三 种 变换 来 实现 。 
定理 1.3 行列 式 为 十 1 的 非 恒 等 的 等 距 变 换 是 旋转 和 平移 的 乘积 。 


hs zr cosb 一 sing\ /zx 223 
人 1 C cosO 让 (a 
可 以 分 解 成 先 作 旋转 
sl 
再 作 平 移 
的 -人 
即 了 一 To"Ro。 


定理 1.4 行列 式 为 一 1 的 非 恒 等 的 等 距 变 换 是 旋转 、 镜 射 和 平移 的 乘积 。 
证 明 显然 


天 
r cosO sing 并 CQ13 
y Sin 一 cos0O/ \y Q23 


可 以 分 解 成 先 作 旋转 


I cos(—0) —sin(—D\ /zr 
Cn Ee 2 0) cos(—0 )(») 


再 作 镜 射 


最 后 作 平 移 
vas ee 
即 T 一 T Mo 。R_，。 


由 于 旋转 和 平移 都 是 平面 上 的 刚体 运动 ,而 镜 射 不 能 通过 平面 上 的 正常 运动 来 实现 ,但 
可 以 通过 离开 平面 的 反常 运动 来 实现 。 因 此 ,我 们 把 行列 式 为 十 1 的 等 距 变 换 叫 做 正 运 动 ; 
把 行列 式 为 一 1 的 等 距 变 换 叫 做 反 运 动 ,从 而 一 切 等 距 变 换 都 可 以 看 成 “运动 ”。 


1.3.3 等 中 变换 的 性 质 


由 前 面 的 讨论 可 知 , 等 距 变 换 从 代数 上 讲 , 它 是 一 个 正 交 线 性 变换 ,所 以 等 距 变 换 也 具 
有 正 交 线性 变换 所 具有 的 相关 性 质 。 

定理 1.5 等 距 变 换 保持 向 量 的 内 积 不 变 。 

定理 1.6 等 距 变 换 保持 向 量 的 夹 角 不 变 。 

推论 ”等 距 变 换 保 持 面积 不 变 。 

定理 1.7 . 一 对 一 点 变换 为 等 距 变 换 的 充 要 条 件 是 它 将 直角 坐标 系 变 成 直角 坐标 系 。 

证 明 设 直 角 标 架 {O; el ,ez } 在 变换 


5 
Z 一 QiZ 十 alzy 十 als， ai Qiz 
’ 关 0 
3 二 GaziZ 十 azzy 十 ax， lo Gz 
下 的 像 标 架 是 {0O'; e1 ,C2 }。 
若 变换 
x 一 ai 工 十 aazy 十 als， ail Ciz 
六 天 0 
y = azl 工 十 azzy 十 azs， GC21 A22 


为 等 距 变 换 , 则 它 保持 长 度 和 夹 角 不 变 , 所 以 ei ,es ,ei ,es 都 是 单位 向 量 , 且 互相 垂直 , 故 
{0O'; ef ,ez} 是 直角 标 架 。 
反之 , 若 变换 


Ul a 


Z 一 az 十 aizy 十 ai， 
关 0 


a 
y 一 aa 十 azsy 十 ass， G2 222 


将 直角 标 架 {O 〇 ; el ,es} 变 成 直角 标 架 {O ; ei ,ez), 则 (ei1): 二 (et)?==1,el ， el 二 0。 
既然 ,2 = {an 021} ,62 一 {aizyaz )， 故 oa 十 ca 一 at 十 a 因 一 1yaiaais 十 aa 一 0, 从 而 


4 一 (ay ) 是 正 交 矩阵 , 即 该 变换 是 等 距 变 换 。 

定理 1.8 平面 上 全 体 等 距 变 换 的 集合 构成 一 个 变换 群 ,叫做 欧 氏 群 ,也 叫做 运动 群 。 

证 明 ”因为 两 个 正 交 矩阵 的 乘积 仍 为 正 交 和 手 阵 , 正 交 抢 阵 的 递 矩 阵 也 是 正 交 抵 阵 , 故 等 
距 变 换 的 集合 构成 群 。 

欧 氏 群 依赖 于 3 个 ( 即 式 (1-9) 中 的 9,ai3 和 azs) 独 立 的 参数 ,故常 记 为 Gs。 

进一步 可 以 证 明 ,全体 正 运 动 的 集合 构成 群 ,叫做 正 运动 群 ,显然 , 正 运 动 群 是 欧 氏 群 的 
子 群 。 


2 二 次 曲线 的 度量 性 质 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 讨论 二 次 曲线 的 度量 性 质 ,在 讨论 中 ,将 从 研究 二 次 曲线 与 直线 的 
相交 问题 人 手 , 来 认识 二 次 曲线 的 某 些 度量 性 质 。 


2.1 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 的 定义 及 基本 概念 


定义 2.1 在 欧 氏 平面 上 ,向 卡 儿 坐标 (x,y) 满 足 二 元 二 次 方程 0 
az2 十 2apzy 十 asz 罗 十 2a3z 十 2aay 十 aa 一 0 (2-1) 
的 全 体 点 的 集合 叫做 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 。 在 式 (2-1) 中 ,系数 ay 为 实数 且 至 少 有 一 个 
不 为 零 ,方程 (2-1) 叫 做 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 的 方程 。 
为 了 方便 起 见 ,我 们 引进 下 面 的 一 些 记号 : 
F(x,y) Sanz 二 2awzy ay 二 2a 2a y+ a; 
F(zr,y) = az 十 ay 十 as@; 
F(x,y) = aaz 工 十 azzy 十 azss 
Fa(Czyy) = aisZz 十 assy 十 aas; 
下 (zy) Eanz’ 十 2aigzy + a yo 
这 样 我 们 容易 验证 下 面 的 恒等式 成 立 
F(z,y) = rxF (zy) 十 yFCzy) 十 FiCzyy)。 
式 (2-1) 也 就 可 以 写成 
F(z,y) 三 ZFiCzy) 十 FoCzy) 十 Frzyy) 一 0。 
我 们 把 F(z,y) 的 系数 所 排 成 的 矩阵 


@ 在 一 般 二 次 曲线 的 方程 中 ,zy,z,y 项 的 系数 都 带 上 2 是 为 了 以 后 演算 的 方便 。 
@。 为 了 便于 记忆 ,可 以 偿 助 偏 导数 的 记号 ，Fi (zy) = 二 PCz19) ,F(z 三 十 F(z， 


Ql 212 Ql3 


QI13  Q23 4d33 


叫做 一 次 曲线 (2-1) 的 矩阵 (或 称 F(z，y) 的 矩阵 ) ,而 把 @6(z,y) 的 系数 所 排 成 的 矩阵 4* 一 
本 和 | 四 做 cz, 的 短 阵 显然 ,二 次 曲线 (2-1) 的 矩阵 4 的 第 一 ,第 二 与 第 三 行 (或 


CI12 CQ22 
列 ) 的 元 素 分 别 是 Fi Cz,y) ,Fs(z,y) ,Fs(z,y) 的 系数 。 
今后 我 们 还 常常 要 用 到 下 面 的 两 个 符号 ; 


五 一 Qa11 十 Caz， 了 2 = 


2.2 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 


现在 我 们 来 讨论 二 次 曲线 (2-1) 与 过 点 (ze,y) 且 具有 方向 和 :YY 的 直线 


I Ss de 十 有 9 
| G2.2) 
y= 

的 交点 。 把 直线 (2-2) 代 和信 方程 (2-1) ,经 过 整理 得 关于 :的 方程 


(a XX? 十 2a1z RY 十 a Y’)E: 十 2[ (a xo 十 al2 yo 十 ais)X 十 《alz To 十 azz Yo 十 aas 2Y 上 


十 (au zt 赴 - Zais To Yo 二 a ys 十 2a1s To 十 2a23 Yo 十 G33) 一 0。 (2-3) 
利用 前 面 的 记号 , 式 (2-3) 可 写成 
DBX, 2LF (zo yo) 及 十 下 Cro yo YJ Fro yo) 一 0。 (2-4) 


方程 (2-3) 或 (2-4) 可 分 以 下 几 种 情况 来 讨论 ; 

(1) B(X,Y) 隆 0, 这 时 方程 (2-4) 是 关于 :的 二 次 方程 , 它 的 判别 式 的 四 分 之 一 仍 
记 为 ; 

A= [F(zroyy) * XH Fro, yo) oY] — BX,YIFC , yo) (2-5) 

这 又 可 分 三 种 情况 ， 

外 当 A>0 时 ,方程 (2-4) 有 两 个 不 相等 的 实 根 坟 与 ts, 代 人 方程 (2-2) 便 得 直线 (2-2) 
与 二 次 曲线 (2-1) 的 两 个 不 同 的 实 交点 ; 

名 当 4=0 时 ,方程 (2-4) 有 两 个 相等 的 实 根据 与 ,这 时 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 
有 两 个 相互 重合 的 实 交点 ; 

加 当 A<0 时 ,方程 (2-4) 有 两 个 共生 的 虚 根 ,这 时 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 交 于 两 
个 共 轿 的 虚 点 。 


(2) BC(X,Y) 二 0, 这 时 又 可 分 三 种 情 视 : | 

@ 当 本 (zo syo) 针 十 F(zo ,yo)Y 关 0 时 ,方程 (2-4) 是 关于 z 的 一 次 方程 , 它 有 了 唯一 的 
一 个 实 根 ,所 以 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 有 了 唯一 的 实 交点 ; 

四 当 PCzoyyo)X 十 Fa (xo ,Yo)Y 二 0, 而 (zo ,yo) 关 0 时 ,方程 (2-4) 为 矛盾 方程 ,从 而 
方程 (2-4) 无 解 ,所 以 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 没 有 交点 ; 

@@ 当 忆 (zeoyyo)X 十 Fas(zoyyo)Y 一 0, 且 FFCrzoyyo) 三 0 时 ,方程 (2-4) 是 一 个 恒等式 , 它 
能 被 任何 值 的 上 所 满足 ,所 以 直线 (2-27? 上 的 一 切 点 都 是 二 次 曲线 (2-1) 与 直线 (2-2) 的 公共 
点 ,也 就 是 说 直线 (2-2) 全 部 在 二 次 曲线 上 。 


2.3 二 次 曲线 的 渐 近 方向 .中 心 、 渐 近 线 


2.3.1 二 次 曲线 的 渐 近 方向 


我 们 在 前 面 看 到 二 次 曲线 (2-1) 与 过 点 (zo,yo) 且 具有 方向 X :YY 的 直线 (2-2) 当 满足 
条 件 
DX,Y) = a Xi 十 2aXY 二 az22 一 0 (2-6) 
时 ,或 者 只 有 一 个 实 交点 ,或 者 没有 交点 ,或 者 直线 (2-2) 全 部 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ,成 为 二 
次 曲线 的 组 成 部 分 。 
定义 2.2 满足 条 件 BC(X,Y) 王 0 的 方向 和 : 工 叫做 二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 方向 ,否则 


叫做 非 渐 近 方向 。 
因为 二 次 曲线 (2-1? 的 二 次 项 系数 不 能 全 为 零 , 所 以 渐 近 方向 X:Y 所 满足 的 方程 (2-6) 
总 有 确定 的 解 。 


如 果 aa 夭 0, 那 么 可 把 方程 (2-6) 改 写 为 


2 
CC11 (¥) 十 2a 针 十 a 一 0。 


于 是 可 得 
XX -一 az 士 Vai age -aut VE 
Y 9 


Uil Qil 


如 果 azs 关 0, 那 么 可 把 方程 (2-6) 改 写 为 
Bs (¥) 二 2aw 充 十 a 一 0。 
由 此 可 得 
ert Yah 一 anaa _ —ast VEE 


加 U22 G22 
如 果 au 二 az 二 0, 那么 一 定 有 aa 承 0, 这 时 方程 (2-6) 变 为 
2a1s XY EK 0， 


2 
X 


CQ12 0 

从 以 上 讨论 可 以 看 到 , 当 且 仅 当 五 0 时 ,二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 方向 是 一 对 共 思 的 虚 方 
向 ; 当 工 二 0 时 ,二 次 曲线 (2-1) 有 一 个 实 渐 近 方向 ; 当 五 <0 时 ,二 次 曲线 (2-1) 有 两 个 实 渐 近 
方向 。 因 此 二 次 曲线 的 渐 近 方向 最 多 有 两 个 ,显然 二 次 曲线 的 非 渐 近 方 向 有 无 数 多 个 。 

定义 2.3 没有 实 渐 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲线 ,有 一 个 实 渐 近 方 向 的 二 
次 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ,有 两 个 实 浙 近 方向 的 二 次 曲线 叫做 双 曲 型 二 次 曲线 。 

因此 二 次 曲线 (2-1) 按 其 渐 近 方向 可 以 分 为 三 种 类 型 , 即 

(1) 椭圆 型 二 次 曲线 : 有 >>0; 

(2) 抛物 型 二 次 曲线 : J, 二 0; 

(3) 双 曲 型 二 次 曲线 :, 1, 二 0。 


2.3.2 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 


由 前 面 讨论 知 , 当 直线 (2-2) 的 方向 X :YY 是 二 次 曲线 (2-1) 的 非 渐 近 方向 时 , 即 当 
BX,Y) 一 auX2 十 2aizXY 十 azYy2 天 0 

时 ,直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 总 交 于 两 个 点 (两 不 同 实 点 ,两 重合 实 点 或 一 对 共 恩 虑 点 )， 
我 们 把 由 这 两 点 决定 的 线段 叫做 二 次 曲线 的 弦 。 

定义 2.4 如 果 点 C 是 二 次 曲线 的 所 有 弦 的 中 点 (因而 点 C 是 二 次 曲线 的 对 称 中心 )， 
那么 点 C 叫做 二 次 曲线 的 中 心 。 

根据 这 个 定义 , 当 点 (zo ,yo) 为 二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 时 ,那么 过 点 (zo,yo) 且 以 二 次 曲 
线 (2-1) 的 任意 非 渐 近 方 向 X :Y 为 方向 的 直线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 交 于 两 点 Mi ,M: ， 
点 (zeo,yo) 就 是 弦 Xi M: 的 中 点 。 因 此 将 直线 (2-2) 代 人 二 次 曲线 (2-1) 得 

DBX,YIE ct 2LF Cro yo XE, zo, yo)YN+ Fro, yo) 一 0， 
从 而 有 
五 十 所 一 0， 
即 
Faizoyyo) 有 十 Fa(zoyyo)y 一 0。 (2-7) 
因为 X :并 是 任意 非 渐 近 方向 ,所 以 式 (2-7) 是 关于 和 ,7 的 恒等式 ,从 而 有 
Fi(lzosy0) = 0, Fo(zoyy) 一 0。 

反 过 来 ,适合 上 面 两 式 的 点 (zo,y), 显 然 是 二 次 曲线 的 中 心 。 

这 样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 。 

定理 2.1 点 CCzo,y%) 是 二 次 曲线 (2-1) 中 心 的 充 要 条 件 为 

se 30 ) 三 ailo 十 azyo 十 ais 一 0， 


F, (xo "yo ) = di2To 十 azzyo 十 4az3 一 0。 


推论 ”坐标 原点 是 二 次 曲线 中 心 的 充 要 条 件 为 二 次 曲线 方程 里 不 含 z+ 与 y 的 一 次 项 。 
由 此 推论 得 ,二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 坐标 由 线性 方程 组 


F(x,y) = az 十 aiyy 十 al 一 0， 
| (2-8) 
F, (x,y) 三 awzX 十 azz》 十 4zs 一 0 
决定 。 
如 果 n=| “| 天 0, 那 么 线性 方程 组 (2-8) 有 唯一 解 ,这 时 二 次 曲线 (2-1) 将 有 叭 
- |lG1l2 422 2 


一 中 心 , 且 中 心 的 坐标 就 是 线性 方程 组 (2-8) 的 解 。 
如 果 友 一 | | 一 0, 即 全 一 到 ,那么 当 于 一 经 天 4 时 ,线性 方程 组 (2-8) 无 解 ， 


Ql2 U22 
故 二 次 曲线 (2-1) 没 有 中 心 ; 而 汪 二 二 央 |) 线性 方程 组 (2-8) 有 无 数 多 解 ,这 时 直线 


az 十 alizy 十 as 一 0( 或 aa2Z 十 azay 十 az 一 0) 上 的 所 有 点 都 是 二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 , 这 条 直 
线 叫 做 中 心 直 线 。 
定义 2.5 有 唯一 中 心 的 二 次 曲线 叫做 中 心 二 次 曲线 ,没有 中 心 的 二 次 曲线 叫做 无 心 
二 次 曲线 ,有 一 条 中 心 直 线 的 二 次 曲线 叫做 线 心 二 次 曲线 ,无 心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 统 
称 为 非 中 心 二 次 曲线 。 
根据 这 个 定义 与 线性 方程 组 (2-8) ,我 们 可 得 二 次 曲线 (2-1) 按 其 中 心 的 分 类 为 


i Qi diz 
《1) 中 心 二 次 曲线 ; 了 一 天 0。 
CI12 CQ22 
a uu 
(2) 非 中 心 二 次 曲线 : 一 | ”| 一 0, 即 全 一 2 
22 C22 


RE ca aa an, 
@ 无 心 二 次 曲线 ， 可 天 
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@ 线 心 二 次 曲线 ; 全 一 经 一 2 。 


从 二 次 曲线 按 渐 近 方 向 与 按 中 心 的 两 种 初步 分 类 中 ,容易 看 出 ,椭圆 型 二 次 曲线 与 双 曲 
型 二 次 曲线 都 是 中 心 二 次 曲线 ,而 抛物 型 二 次 曲线 是 非 中 心 二 次 曲线 , 它 包括 无 心 二 次 曲线 
与 线 心 二 次 曲线 。 

定义 2.6 通过 二 次 曲线 的 中 心 ,而 且 以 渐 近 方向 为 方向 的 直线 叫做 该 二 次 曲线 的 渐 
近 线 。 

显然 ,椭圆 型 二 次 曲线 只 有 两 条 虚 渐 近 线 而 无 实 渐 近 线 , 双 曲 型 二 次 和 曲线 有 两 条 实 渐 近 
线 ,而 抛物 型 二 次 曲线 中 的 无 心 二 次 曲线 无 渐 近 线 ,至 于 线 心 二 次 曲线 它 有 一 条 实 渐 近 线 ， 
就 是 它 的 中 心 直 线 。 

定理 2.2 二 次 曲线 的 渐 近 线 与 该 二 次 曲线 或 者 没有 交点 ,或 者 整 条 直线 在 该 二 次 曲 


线 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 。 
证 明 设 直 线 (2-2) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 线 ,这 里 点 (zo ,yo) 为 二 次 曲线 的 中 心 ,XX :YY 
为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 , 则 有 
Faizoyyo) 一 0， F(xosyo) =—=0, DBX,Y) = 0, 
因此 根据 直线 与 二 次 曲线 相交 情况 的 讨论 ,我们 有 : 当 点 (zo ,yo) 不 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ，, 即 
FE(Czoyyo) 天 0 时 , 渐 近 线 (2-2) 与 二 次 曲线 (2-1) 没 有 交点 ; 当 点 (zoyy) 在 二 次 曲线 (2-1) 
上 ， 即 FCzoyyo) 一 0 时 , 渐 近 线 (2-2) 全 部 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ,成 为 二 次 曲线 的 组 成 部 分 。 


2.4 二 次 曲线 的 切线 


定义 2.7 如 果 直 线 与 二 次 曲线 相交 于 相互 重合 的 两 个 点 ,那么 这 条 直线 就 叫做 该 二 
次 曲线 的 切线 ,这 个 重合 的 交点 叫做 切 点 。 如 果 直 线 全 部 在 二 次 曲线 上 ,我 们 也 把 它 叫做 该 
二 次 曲线 的 切线 ,直线 上 的 每 一 个 点 都 可 以 看 做 切 点 。 

现在 我 们 来 求 经 过 二 次 曲线 (2-1) 上 点 (zo ,yo) 处 的 切线 方程 。 

因为 通过 点 (zo ,yo) 的 直线 方程 总 可 写成 (2-2) ,那么 根据 前 面 的 讨论 ,容易 知道 直线 
(2-2) 成 为 二 次 曲线 (2-1) 的 切线 的 条 件 如 下 。 

当 BC(X,Y) 关 0 时 ， 


A = [LF (zo yo) 有 十 开 (Xo ,yo)Y — DX,Y)F(ro ， yo) 0。 (2-9) 
因为 点 (zo ,yo) 在 二 次 曲线 (2-1) 上 ,所 以 F(zo ,yo) 二 0, 因 而 式 (2-9) 可 以 化 为 
Fi (zo yo) 有 十 下 (xzZo ,Yo)Y = 0。 (2-10) 


当 BC(X,Y) 一 0 时 ,直线 (2-2) 成 为 二 次 曲线 (2-1) 切 线 的 条 件 除了 F(zo,yo) 二 0 外 , 唯 
一 的 条 件 仍 然 是 式 (2-10) 。 
对 于 条 件 (2-10) ,如 果 瑟 (zo,yo) 与 F(zo ,yo) 不 全 为 零 , 那 么 由 (2-10) 可 得 
XX:Y= F(zxo,y0) : (— F(zo ,yo0)), 
因此 过 点 (zo ,yo) 处 的 切线 方程 为 
T 一 Zo F, (xo ,yo0)t, 


J Yo — Fi (xo ,Yo)t, 


或 写成 
SE 
F, (zo , yo) 一 ECzoyyo) 
或 
(TI— Zo)Fi (zxo, Yo) (yO— yo) Fro,y) 一 0。 (2-11) 


如 果 三 (Xo ;yo0)=F; (xo yo) 一 0, 那 么 (2-10) 变 为 恒等式 ,切线 的 方向 X: 六 不 能 唯一 
地 确定 ,从 而 切线 不 确定 ,这 时 通过 点 (zxo,yo) 的 任何 直线 都 和 二 次 曲线 (2-1) 相 交 于 相互 重 
合 的 两 点 ,我 们 把 这 样 的 直线 也 看 成 是 二 次 曲线 (2-1) 的 切线 。 


的 度量 性 质 及 


定义 2.8 二 次 曲线 (2-1) 上 满足 条 件 局 《xo ,yo) 王 Fe(Czoyyo) 一 0 的 点 (zoyyo) 叫 做 该 
二 次 曲线 的 奇异 点 ,简称 奇 点 ; 二 次 曲线 的 非 奇 异 点 叫做 二 次 曲线 的 正常 点 。 这 样 我 们 就 
得 到 了 下 面 的 定理 。 | 

定理 2.3 ”如果 点 (zo ,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 正常 点 ,那么 通过 点 (zo ,yo) 的 切线 方程 
是 (2-11) ,点 (zo ,yo) 是 它 的 切 点 。 如 果 点 (zo ,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 奇异 点 ,那么 通过 点 
(zo ;yo) 的 切线 不 确定 ,或 者 说 通过 点 (zo ,yo) 的 每 一 条 直线 都 是 二 次 曲线 (2-1) 的 切线 。 

推论 如果 点 Czo ,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 正常 点 ,那么 通过 点 (zo ,yo) 的 切线 方程 是 

CTo 工 十 ai (Xoy 十 Tyo) 十 4azzYoy 十 Qa13 (ZX 十 To) 十 azs Cy 十 Yo) 十 a33 二 0。 (2-12) 

证 明 把 (2-11) 改 写 为 

ZFiCzosy0) + yFa ro yo) — [LroFi Cro yo) + yoFs (zosy)] = 0, 
再 根据 本 节 开 始 时 介绍 的 恒等式 ,上 式 又 可 写 为 
Th (zo ry) + yaro sy) Tt F(zxo,y) = 0, 
即 
ZXlauzo 十 aizyo 十 ai) 十 yCaizzo 十 azzyo 十 ao) 十 (aiszo 十 assy 十 as) 一 0， 

从 而 得 到 式 (2-12) 。 

为 了 使 式 (2-12) 便 于 记忆 ,记忆 的 方法 是 在 原 方程 (2-1) 中 ， 

写成 zz ZI+ zy yy 工 十 工 2 十 y 


然后 每 一 项 中 一 个 或 ?用 ze 或 代 换 , 即 


下 


就 得 出 式 (2-12) 。 
例 1 求 二 次 曲线 zx: 一 zy 十 十 27 一 4y 一 3==0 通过 点 (2,1) 的 切线 方程 。 
解法 1 因为 F(2,1) 二 2: 一 2X1 十 1? 十 2X2 一 4X1 一 3 二 0, 且 


到 [= 一 冯 + (2,1) 
一 一 2 天 0， 


FF 刘 
Ee 一 2 
(2,1) E 2 ty ] te 
所 以 点 (2,1) 是 二 次 曲线 上 的 正常 点 ,因此 由 式 (2-11) 得 通过 点 (2,1) 的 切线 方程 为 
3(z—2)—2y—1) = 0， 


F(z,y) 


一 半天 0， 


(2,1) 


F, (zx,y) 


即 
5z 一 4y 一 6 一 0。 


解法 2 因为 点 (2,1) 是 曲线 上 的 正常 点 ,所 以 直接 利用 式 (2-12) 得 切线 方程 为 
2z 一 地 (z+2y) 十 y 十 (z 十 2) 一 2(> 十 1 一 3 壹 浆 
即 
5Zz 一 4y 一 6 一 0。 

例 2 求 二 次 曲线 一 zy 十 一 1 二 0 通过 点 (0,2) 的 切线 方程 。 

解法 1 因为 F(0,2) 一 3 天 0, 所 以 点 (0,2) 不 在 该 二 次 曲线 上 , 故 不 能 直接 应 用 式 (2-11) 
或 式 (2-12) 来 求 切线 的 方程 。 

因为 过 点 (0,2) 的 直线 可 以 写成 

{ 一 Xt， 
yy》 二 2 十 Yt， 
其 中 :为 参数 ,X,Y 为 直线 的 方向 数 。 又 因为 
F,(0,2) 一 一 1]， F,(0,2) = 2,， 


所 以 根据 直线 与 二 次 曲线 相 切 的 条 件 (2-9) 得 
(—X+2Y)*—3(X:— XY+Y)=0, 


化 简 得 

2X: 二 + XY—Y’:=0, 
从 而 有 

(2 和 X 一 Y)(X 十 Y) 一 0。 
再 由 过 点 (0,2) 的 直线 方程 得 

X:Y=zr;: (y—2), 
代入 上 式 得 

(27 一 y 十 2)(z 十 y 一 2) 一 0， 

所 以 


2z 一 7 十 2 一 0， 或 Xz 十 y 一 2 二 0。 
这 两 条 直线 的 方向 分 别 为 1: 2 与 1: 一 1, 显 然 它 们 都 不 是 已 知 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,所 以 
这 两 条 直线 都 是 所 求 的 通过 点 (0,2) 的 切线 。 

解法 2 设 过 点 (0,2) 的 切线 与 已 知 二 次 曲线 相 切 于 点 (zo,y) ,那么 切线 方程 为 

zo 一方 (zoy 十 zy0) 十 yoy 一 1 二 0， 
即 

(二 一 去 %)z 一 (于 nm 一 %)> 一 1= 0， 中 
因为 它 通过 点 (0,2) ,所 以 (0,2) 满 足 方程 ,将 (0,2) 代 入 方程 中 化 简 得 

0 一 2yo 十 1] 二 0。 GO 


另 一 方面 点 (zo ,yo) 在 该 二 次 曲线 上 ,所 以 有 
2 一 ZXoyo 十 加 一 1 一 0， ©® 


联 立方 程 @,@ 解 得 切 点 坐标 为 
2Zo 一 一 1， xo 一 1， 
Le 
oo 一 0; yo 一 1。 
将 切 点 坐标 代入 方程 得 所 求 切 线 方程 为 
2T 一 y 十 2 二 0， 或 x 十 y 一 2 = 0。 


2.5 二 次 曲线 的 直径 


2.5.1 二 次 曲线 的 直径 


由 已 经 讨论 的 直线 与 二 次 曲线 相交 的 各 种 情况 知 , 当 直 线 平 行 于 二 次 曲线 的 某 一 非 渐 
近 方向 时 ,这 条 直线 与 二 次 曲线 总 交 于 两 点 (两 不 同 实 点 ,两 重合 实 点 或 一 对 共 堪 虚 点 ) ,这 
两 点 决定 了 二 次 曲线 的 一 条 弦 。 现 在 我 们 来 研究 二 次 曲线 上 一 族 平行 弦 的 中 点 轨迹 。 
定理 2.4 二 次 曲线 的 一 族 平 行 弦 的 中 点 轨迹 是 一 条 直线 。 
证 明 设 X:Y 是 二 次 曲线 的 一 个 非 渐 近 方 向 , 即 BC(X,Y) 关 0, 而 点 (zo ,yo) 是 平行 于 
方向 刁 : 节 的 弦 的 中 点 ,那么 过 点 (zeo,y) 的 弦 所 在 直线 方程 为 
{ = zo 十 Xi， 


3 一 yo 十 季 。 

它 与 二 次 曲线 (2-1) 的 两 交点 ( 即 弦 的 两 端点 ) 由 二 次 方程 (2-4), 即 
BX,TE 2LXF (ro, yo) YF (xo,y0) t+ F(zo,y) = 0 

的 两 根 去 与 i 所 决定 ,因为 点 (zoyyo) 为 弦 的 中 点 ,所 以 有 

六 十 三 一 0， 
从 而 得 
XFi(Czoyyo) 十 YF:(Czoyy) 一 0。 
这 就 是 说 平行 于 方向 和 : 工 的 弦 的 中 点 (zo,yo) 的 坐标 满足 方程 


XFiCz,y) 十 YFCr,y) 一 0， (2-13) 
即 、 : 
XCaunztawzy +a) Yrtary t+ a) 一 0， (2-14) 
或 
(au 半 二 a2Y)zx 十 (aw 六 十 4azzY)y 十 a1s 儿 十 azsY 一 0。 (2-15) 


反 过 来 ,如 果 点 (zx。，,yo) 满 足 方程 (2-13) (或 方程 (2-14) 或 方程 (2-15)) ,那么 方程 (2-4》 
将 有 绝对 值 相等 而 符号 相反 的 两 个 根 , 点 (ze ,yo 就 是 具有 方向 六 :YY 的 蓄 的 中 点 ,因此 方 


程 (2-13)( 或 方程 (2-14) ,方程 (2-15)) 为 一 族 平 行 于 某 一 非 渐 近 方 向 X :Y 的 弦 的 中 点 罗 
迹 方 程 。 

方程 (2-15) 的 一 次 项 系数 不 能 全 为 零 ,这 是 因为 当 

a 二 TawY 一 al 天 十 az = 0 

时 ,将 有 

DBX,Y) = a K+2aw XY HawY’ 一 (aaiX 十 aaY)X 十 (asX 十 azzY)Y = 0, 
这 与 X :YY 是 非 渐 近 方 向 的 假设 矛盾 ,所 以 方程 (2-13) (或 方程 (2-14) ,方程 (2-15)) 是 一 个 
二 元 一 次 方程 , 它 是 一 条 直线 ,于 是 定理 得 到 了 证 明 。 | 

定义 2.9 二 次 曲线 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 叫做 该 二 次 曲线 的 直径 , 它 所 对 应 的 平行 弦 
叫做 共 斩 于 这 条 直径 的 共 簿 弦 ,而 直径 也 叫做 共 斩 于 平行 弦 方 向 的 直径 。 

推论 ”如 果 二 次 曲线 的 一 族 平 行 弦 的 斜率 为 上 ,那么 共 氏 于 这 族 平 行 弦 的 直径 方程 是 


F(zr,y)+ hkF,(r,y) = 0。 (2-16) 

我 们 从 方程 (2-13) 或 方程 (2-16) 容 易 看 出 ,如 果 
Fl (xz,y) = CH 工 十 aizy 十 Cas 一 0， (2-17) 
Fa(z,y) = ai 十 azzy 十 as 一 0， (2-18) 


表示 两 条 不 同 直线 时 ,方程 (2-13) 或 方程 (2-16) 将 构成 一 直线 东 , 当 红头 2 时 为 中 心 直 线 
束 ，; a 2 守 隆 时 为 平行 直线 东 。 


如 果 方 程 (2-17) 与 方程 (2-18) 表 示 同 一 条 直线 ， 这 计 那么 方程 (2-13) 或 


方程 (2-16) 只 表示 一 条 直线 。 
如 果 方 程 (2-17) 与 方程 (2-18) 中 有 一 个 是 矛盾 方程 ， 比如 方程 (2-17) 中 da 一 al 一 0,ais 天 


0， 这 时 一 2 天 成 立 且 方 程 (2- 13) 或 方程 (2-16) 仍 表示 一 平行 直线 束 。 
如 果 方程 (2- 17) 与 方程 (2-18) 中 有 一 为 恒等式 ,比如 方程 (2-17) 中 a 一 a 一 as 一 0， 
这 时 昏 一 毕 二 合成 立 且 方程 (2-13) 或 方程 (2-16) 只 表示 -- 条 直线 。 


因此 当 守 天 2， 即 二 次 曲线 为 中 心 二 次 曲线 时 , 它 的 全 部 直径 属于 一 个 中 心 直 线束 ， 


这 个 直线 束 的 中 心 就 是 二 次 曲线 的 中 心 ; 三 本 光 天 并 ， 即 一 次 曲线 为 无 心 二 次 曲线 时 ， 
它 的 全 部 直径 属于 一 个 平行 直线 东 ， 和 次 曲线 的 汤 近 方向 X :Y 一 一 as : au 二 
一 ca: az; 当 志 一 下 一 全 , 即 一 次 曲线 为 线 心 二 次 曲线 时 ,这 时 二 次 曲线 只 有 一 条 直径 ， 


Q12  Q22 
它 的 方程 是 
al 工 十 aizy 十 ais = 0( 或 QlzT Qa22Yy + a2 一 0)， 


OE 


即 线 心 二 次 曲线 的 中 心 直 线 。 由 上 讨论 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 2.5 中 心 二 次 曲线 的 直径 通过 该 二 次 曲线 的 中 心 ,无 心 二 次 曲线 的 直径 平行 于 
该 二 次 曲线 的 渐 近 方向 , 线 心 二 次 曲线 的 直径 只 有 一 条 ,就 是 该 二 次 曲线 的 中 心 直 线 。 


例 3 求 柄 圆 五 十 所 一 1 直径 的 方程 。 


e 


解 记 F(z,) 王 五 十 沪 一 1 一 0, 则 有 Fi (x,) = 7 (zsy) 二 部。 根据 方程 (2-13)， 
共 斩 于 非 渐 近 方 向 X:Y 的 直径 方程 是 
3 一 0。 
a b 
显然 ,直径 通过 曲线 的 中 心 (0,0)。 


请 读者 写 出 双 曲线 写 一 发 一 1 直径 的 方程 。 
例 4 求 抛物 线 光一 22z 的 直径 。 
解 记 F(z,y) 声 y: 一 2pzx 二 0,; 则 有 所 (zx,y) 二 一 p,Fo(Cz,y) 一 y。 所 以 共 罗 于 非 浙 近 
方向 和 :YY 的 直径 方程 为 
和 。( 一 六 ) 十 了 Y。y 一 0， 
即 
名 p， 
所 以 抛物 线 y 二 2pzx 的 直径 平行 于 它 的 渐 近 方向 1 : 0。 
例 5 求 二 次 曲线 F(z,y) 寺 x? 一 2xy 十 y 十 2z 一 2y 一 3 二 0 的 共 生 于 非 渐 近 方向 和 : 立 
的 直径 。 
解 ” 因 为 Fi(z,y) 二 xz 一 y 十 1,Fs(x,y) 二 一 zx 十 y 一 1, 所 以 直径 方程 为 
Xt =) 二 2 站 y= 1 = 0 
即 
(X—Y)(rz—y++1) 一 0。 
因为 已 知 二 次 曲线 (zx,y) 一 0 的 渐 近 方向 为 X :六 二 1 : 1, 所 以 对 于 非 渐 近 方 向 和 :了 
一 定 有 XX 关 了 ,因此 该 二 次 曲线 的 共 绒 于 非 渐 近 方向 六 :Y 的 直径 方程 为 
XT—y 二 l= 0， 
它 只 有 一 条 直径 。 


2.5.2 共 生 方向 与 共 斩 直 径 


我 们 把 二 次 曲线 的 与 非 渐 近 方向 X :YY 共 斩 的 直径 方向 
XYWY 一 一 (ao 和 十 ass7) : (cl 和 十 ayY) (2-19) 
叫做 非 渐 近 方 向 和 :Y 的 共 轿 方向 ,所 以 有 


BX ,Y = anaws i as) — aa azY) (au awY) a (au arY)’ 
一 (ailazs — a) (an X? + Za XY + azzY?) | 
= I,B(X,Y). 

因为 :Y 为 非 渐 近 方向 ,所 以 BC(X,Y) 关 0, 因 此 , 当 I 关 0, 即 二 次 曲线 为 中 心 二 次 曲线 

时 ,BCX’,Y’) 隆 0。 当 I 二 0, 即 二 次 曲线 为 非 中 心 二 次 曲线 时 ,BCX ,Y ) 一 0。 这 就 是 说 ， 

中 心 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 的 共 斩 方 向 仍然 是 非 渐 近 方 向 ,而 在 非 中 心 二 次 曲线 的 情形 是 

渐 近 方向 。 

由 式 (2-19) 得 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 和 :YY 与 它 的 共 纯 方向 X' : Y' 之 间 的 关系 
an XX 十 aa(CXY 十 X “7) 十 azzYY 一 0。 (2-20) 
从 式 (2-20) 看 出 ,方向 X : Y 与 方向 X': Y' 是 对 称 的 ,因此 对 中 心 二 次 曲线 来 说 , 非 渐 
近 方 向 X :YY 的 共 斩 方 向 为 非 渐 近 方 向 X :YY ,而 X : 产 的 共 罗 方 向 就 是 X : 了。 
定义 2.10 中 心 二 次 曲线 的 一 对 具有 相互 共 斩 方 向 的 直径 叫做 一 对 共 斩 直 径 。 
设 着 一 4 区 一刀 ,代入 式 (2-20) 得 
Qazzkk' 十 a1z (十 k) 十 a 一 0， (2-21) 
这 就 是 一 对 共 斩 直 径 的 斜率 满足 的 关系 式 。 


例如 椭圆 所 十 次 一 1 的 一 对 共 思 直 径 的 斜率 与 8 的 关系 为 : 点 tl 十 直 一 0, 即 


2 
在 二 一 乞 。 (2-22) 


a 
而 双 曲 线 五 一 禾 一 1 的 一 对 共 元 直径 的 斜率 与 & 的 关系 为 : 去 h 一 
bp 
a:™ 
在 式 (2-20) 中 ,如 果 设 :Y= 二 X :Y' ,那么 有 
auX’ 十 2a1z XY 十 azY? 二 0， 
显然 此 时 环 : 工 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 。 因 此 如 果 对 二 次 曲线 的 共 琶 方向 从 式 (2-20) 作 代 
数 的 推广 ,那么 渐 近 方向 可 以 看 成 与 自己 共 斩 方 向 ,从 而 渐 近 线 也 就 可 以 看 成 与 自己 共 斩 的 
直径 , 故 中 心 二 次 曲线 渐 近 线 的 方程 可 以 写成 
XF (xz,y) 二 YF,(z,y) 一 0， . (2-24) 
其 中 X :Y 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 。 


如 二 (2-23) 


2.6 二 次 曲线 的 主 直径 与 主 方向 


定义 2.11 二 次 曲线 的 垂直 于 其 共 斩 弦 的 直径 叫做 该 二 次 曲线 的 主 直径 , 主 直径 的 方 
向 与 垂直 于 主 直 径 的 方向 都 叫做 该 二 次 曲线 的 主 方向 。 


国 、 小 由 se 
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显然 , 主 直径 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 因 此 主 直径 也 叫做 二 次 曲线 的 轴 , 轴 与 二 次 曲线 的 
交点 叫做 该 二 次 曲线 的 顶点。 

现在 我 们 在 直角 坐标 系 下 来 求 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 与 主 直径 。 

如 果 二 次 曲线 (2-1) 是 中 心 二 次 曲线 ,那么 与 二 次 曲线 (2-1) 的 非 渐 近 方向 X :YY 共 斩 
的 直径 为 方程 (2-13) 或 方程 (2-15)。 设 直径 的 方向 为 X : Y' ,那么 


X' :TY 一 一 (al 和 十 azzYy) : (ai 和 十 azY)。 (2-25) 
根据 主 方向 的 定义 ,XX :Y 成 为 主 方向 的 条 件 是 它 垂直 于 它 的 共 轿 方向 ,在 直角 坐标 系 下 ， 
由 两 方向 垂直 条 件 ,得 


XX’ 十 YY = 二 0 或 X:Y = 一 YY; XX， (2-26) 
把 方程 (2-26) 代 人 方程 (2-25) 得 
有 :一 《aa 和 十 aizy) : (ai 人 十 azzY)， 
因此 和 :YY 成 为 中 心 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 的 条 件 是 


al 和 十 alaY 一 AMX， 
| (2-27) 
a1z awY = AY 
成 立 ,其 中 天 0 ,或 把 它 改写 成 
(all 一 A)X 十 azY 0， 
| (2-27’) 
Qalz 羡 十 (2 —A)Y = 0。 
这 是 一 个 关于 和 X,Y 的 齐 次 线性 方程 组 ,而 和,Y 不 能 全 为 零 , 所 以 
QH1 一 从 G12 | 
二 0， (2-28) 
CG12 az2 一 从 
即 
A 一 了 A 十 I = 二 0。 (2-29) 


因此 对 于 中 心 二 次 曲线 来 说 ,只 要 由 方程 (2-29) 解 出 4, 再 代入 方程 (2-27) 就 能 得 到 它 的 主 
方向 。 
如 果 二 次 曲线 (2-1) 是 非 中 心 二 次 曲线 ,那么 它 的 任何 直径 的 方向 总 是 它 的 唯一 的 渐 
近 方 向 
X1 :Yl = a ;an = a 3 (— Qa1), 
而 垂直 于 它 的 方向 显然 为 
X, :Y= a :az 一 ai :az 
所 以 非 中 心 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 如 下 : 
渐 近 主 方向 
Xl :Yl =a :a 一 Ga 3 (~— ar); 
非 渐 近 主 方向 


X2 :Y= a: Al = a1 3 Coz。 


如 果 我 们 把 式 (2-28) 或 式 (2-29) 推 广 到 非 中 心 二 次 曲线 , 即 式 (2-29) 中 的 了 可 取 等 于 

零 , 这 样 当 五 一 0 时 ,方程 (2-29) 的 两 根 为 
i=0, A%s—=l=an+t+an,. 

把 它 代 入 方程 (2-27) 或 方程 (2-27') 所 得 的 主 方向 , 正 是 非 中 心 二 次 曲线 的 渐 近 主 方向 与 非 
渐 近 主 方向 。 

因此 ,一 个 方向 X :Y 成 为 二 次 曲线 (2-1) 的 主 方向 的 条 件 是 式 (2-27) 成 立 , 这 里 的 4 
是 方程 (2-28) 或 方程 (2-29) 的 根 。 

定义 2.12 方程 (2-28) 或 方程 (2-29) 叫 做 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 
叫做 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 根 。 

从 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 方程 (2-29) 求 出 特征 根 ), 把 它 代 入 式 (2-27) 或 式 (2-27) ,就 
得 到 相应 的 主 方向 ,如 果 主 方向 是 非 浙 近 方向 ,那么 根据 式 (2-13) 就 能 得 到 共 斩 于 它 的 主 
直径 。 

定理 2.6 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 。 

证 明 因为 特征 方程 的 判别 式 

4 一 下 一 4 一 (aa 一 azz)2 十 4c2 > 0, 

所 以 二 次 曲线 的 特征 根 都 是 实数 。 

定理 2.7 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 。 

证 明 如 果 二 次 曲线 的 特征 根 全 为 零 ,那么 由 方程 (2-29) 得 

Li=1,=0, 


ai 十 az 一 0 与 aaaz 一 at 一 0， 
从 而 得 
al 一 al 一 as 一 0。 
这 与 二 次 曲线 的 定义 矛盾 ,所 以 二 次 曲线 的 特征 根 不 能 全 为 零 。 
定理 2.8 由 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 根 4 确定 的 主 方向 X :YY, 当 1 天 0 时 ,为 二 次 曲线 
的 非 渐 近 主 方向 ; 当 ) 一 0 时 ,为 二 次 曲线 的 渐 近 主 方向 。 
证 明 因为 
BX,Y) = auX’ 2a XY awY’ 一 (aiX 十 ayY)X 十 (axz XT azzY)Y, 
所 以 由 方程 (2-27) 得 
PBX,Y) = AK’ 十 MY2 一 1CX2 十 YZ2)。 
又 因为 蕊 ,了 不 全 为 零 , 所 以 当天 0 时 ,有 更 (X,Y) 天 0, 所 以 X:Y 为 二 次 曲线 (2-1) 的 非 
渐 近 主 方向 ; 当 4=0 时 ,有 BCX,Y)==0, 所 以 XX:Y 为 二 次 曲线 (2-1) 的 渐 近 主 方向 。 
定理 2.9 ”中心 二 次 曲线 至 少 有 两 条 主 直径 , 非 中 心 二 次 曲线 只 有 一 条 主 直 径 。 
证 明 由 二 次 曲线 (2-1) 的 特征 方程 (2-29) 解 得 两 特征 根 为 
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(1) 当 二 次 曲线 (2-1) 是 中 心 二 次 曲线 , 即 I; 壮 0 时 。 如 果 特 征 方程 的 判别 式 A 一 五 一 
4 二 (an 一 az)? 十 4a4 二 0, 那 么 au 二 az yo 一 0, 这 时 的 中 心 二 次 曲线 为 圆 (包括 点 圆 和 虚 
圆 ) , 它 的 特征 根 为 一 对 二 重 根 
Mi 一 hz 一 Gil 一 ao( 天 0)。 
把 它 代 人 方程 (2-27) 或 方程 (2-27 ), 则 得 到 两 个 恒等式 , 它 被 任何 方向 X :YY 所 满足 ,所 以 
任何 实 方向 都 是 圆 的 非 渐 近 主 方向 ,从 而 通过 圆心 的 任何 直线 不 仅 都 是 直径 ,而且 都 是 圆 的 
主 直径 。 如 果 特 征 方程 的 判别 式 4 三 五 一 4 瑟 一 (an 一 az 六 十 4a 之 0, 那 么 特征 根 为 两 不 等 
的 非 零 实 根 A1,4:。 将 它们 分 别 代 入 方程 (2-27') 得 相应 的 两 非 渐 近 主 方向 
Xa 
X :Ya = a : (hs — an) = (hz — a22) :aiz。 
这 两 主 方向 相互 垂直 ,从 而 它们 又 互相 共 斩 ,因此 非 圆 的 中 心 二 次 曲线 有 且 只 有 一 对 互相 垂 
直 从 而 又 互相 共 斩 的 主 直径 。 
(2) 当 二 次 曲线 (2-1) 是 非 中 心 二 次 曲线 , 即 I 二 0 时 ,这 时 两 特征 根 为 
Mi 一 ai 十 azz，AM 一 0。 
所 以 它 只 有 一 个 非 浙 近 的 主 方向 , 即 与 1 二 a 十 azz 相 应 的 主 方向 ,从 而 非 中 心 二 次 曲线 内 
有 一 条 主 直径 。 
例 6 求 二 次 曲线 F(x,y) 三 x? 一 zy 十 y: 一 1 二 0 的 主 方向 与 主 直 径 。 


1 
1 二 
解 ”因为 卫 王 1 十 1 一 2,7 一 一 半天 0, 所 以 该 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 ， 
一 下 1 
2 
它 的 特征 方程 为 
必 一 2 十 卫 二 0， 
解 这 个 方程 得 到 两 个 特征 根 分 别 为 


由 特征 根 A 一方 确定 的 主 方向 为 


ne 


v= 
| 
ed 
Se 
| 
| 
| 一 
| 
~| 
a 
| 
bs 
~ 
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由 特征 根 js 一 六 确 定 的 主 方向 为 


及。 :Ye a (均一 1)= 一 译 : 去 = 一 1:1。 


又 因为 


F(x,y) = 工 一 二?， F(z,y) 一 一 二 x 十 y， 
所 以 该 曲线 的 主 直径 为 
-rt- 
与 
-PCE 
即 


TX 十 y 二 0 与 xz 一 y= 二 0。 


3 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 


这 一 节 , 我 们 将 在 直角 坐标 系 下 ,利用 直角 坐标 变换 对 二 次 曲线 的 方程 进行 化 简 , 使 其 
方程 在 新 坐标 系 下 具有 最 简 形式 ,然后 在 此 基础 上 进行 二 次 曲线 的 分 类 。 


3.1 平面 直角 坐标 变换 


我 们 知道 ,如 果 平 面 上 一 点 的 旧 坐 标 与 新 坐标 分 别 为 (z,y) 与 (x ,y ) ,那么 移 轴 公式 为 


T=x 二 zxo， 
| (3-1) 
3 一 7 十 yo， 


Ed i en 
(3-1’) 
二 Ys 


其 中 (zo ,yo) 是 新 坐标 系 原点 在 旧 坐 标 系 下 的 坐标 。 转 轴 公 式 为 


工 一 7x cosa— y sing, 
| C3-2) 
y = z'sine 十 ycosa， 
或 
Z 一 zcosa 十 ysina， 
| (3-2’) 
y 一 一 zsina 十 ycosa， 
其 中 zx 为 坐标 轴 的 旋转 角 。 


在 一 般 情形 ,由 旧 坐 标 系 O-zy 变 成 新 坐标 系 O-z'y ,总 可 以 分 两 步 来 完成 , 先 移 轴 使 
坐标 系 的 原点 O 与 新 坐标 系 的 原点 CO 重合 , 变 成 坐标 系 O-z'y ,然后 由 辅助 坐标 系 O-z”y 再 
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转轴 而 成 新 坐标 系 O~z'y ,如 图 3-5 所 示 。 设 平面 上 
任意 点 已 的 上 昌 坐 标 与 新 坐标 分 别 为 (z,y) 与 (zy )， 
而 在 辅助 坐标 系 O-x”y 中 的 坐标 为 (x ,yy ), 那 么 由 
方程 (3-1) 与 方程 (3-2) 分 别 得 

= Tz 二 zo 


> y 十 yo， 


Li# Li Le 
xX 一 了 cosa 一 ysina， 
| 一 zsina 十 ycosa。 
由 上 两 式 得 一 般 坐 标 变换 公式 为 
z= x cosa— y sina zo, 
| . 
y =x/sing 二 ycosa 二 yo。 


由 式 (3-3) 解 出 (x ,> ) 便 得 到 逆 变 换 公式 为 
x = zcosa 十 ysina 一 (zocosa 十 yosina)， : 
| G- 
y 一 一 Zsina 十 ycosa — (— Zosina 十 yocosa) 。 
平面 直角 坐标 变换 公式 (3-4) 是 由 新 坐标 系 原点 的 坐标 (zo ,yo) 与 坐标 轴 的 旋转 角 a 决 . 
定 的 。 
在 坐标 变换 下 ,平面 上 曲线 的 方程 将 改变 ,但 是 如 果 曲 线 方程 F(z,y)=0 的 左 端 F(z， 
2) 是 一 个 多 项 式 ,其 次 数 为 ”那么 通过 坐标 变换 (3-3), 它 的 新 方程 F(x’ ,y)==0 的 左 端 
F(x',y ) 将 仍然 是 一 个 多 项 式 ,而 且 它 的 次 数 n' 不 变 , 即 xn 一 n。 这 是 因为 坐标 变换 公 
式 (3-3) 的 右 端 是 一 个 一 次 式 , 把 它 代 人 F(x,y) 得 到 的 已 (zy ) 将 仍然 是 一 个 多 项 式 ,而 
且 它 的 次 数 mn 志 n; 反 过 来 ,通过 道 变 换 (3-4) ,F(zx',y ) 将 变 回 到 F(x,y) ,而 道 变换 (3-4) 
的 右 端 也 是 一 个 一 次 式 , 从 而 F(z,y) 的 次 数 n 志 xn。 于 是 ww =n, 闻 F(x',y ) 的 次 数 与 
F(z,y) 的 次 数 相 等 。 
我 们 把 多 项 式 F(x,y) 构 成 的 方程 F(z,y) 二 0 叫做 代数 方程 ,而 由 它 表示 的 曲线 叫做 
代数 曲线 ,方程 的 次 数 叫 做 曲线 的 次 数 。 上 面 指出 的 这 个 曲线 的 性 质 ,是 曲线 的 固有 人 性质， 
它 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 


3.2 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 与 分 类 
在 平面 上 ,对 于 坐标 变换 而 言 , 它 是 只 改变 坐标 系 的 位 置 而 图 形 的 形状 和 大 小 皆 不 变 ， 


而 对 于 点 变换 而 言 , 它 是 坐标 系 不 变 而 只 改变 图 形 的 位 置 ( 形 状 大 小 缘 不 变 )。 事 实 上 ,这 二 
者 的 结果 是 完全 一 致 的 。 如 图 3-6((a) 是 坐标 变换 ,(b) 是 正 交 变 换 ) ,二 次 曲线 厂 对 坐标 系 


\ 吓 fa 
ene 


0O“-z'y 的 方程 与 六 对 O-zy 的 方程 是 一 致 的 。 


J》 x 


(a) (b) 
3-6 


”从 变换 公式 来 看 ,在 坐标 变换 中 ,将 坐标 原点 移 至 O (zo ,yo), 再 将 坐标 轴 旋 转 a 角 的 
坐标 变换 公式 为 


T= xcosa—y singtt xo, 
| (3-5) 
y= zsingy cosg yo 
其 中 (z,y) 是 一 点 在 旧 坐 标 系 下 的 坐标 , (x ,yy ) 是 同一 点 在 新 坐标 系 下 的 坐标 。 
而 坐标 轴 不 动 ,将 图 形 沿 方向 (一 zo ,一 yo) 作 平移 的 点 变换 公式 为 
工 i et 
Ti | (3-6) 
> 一 2 一 2o， 
其 中 (z,y) 和 (zy) 是 作 点 变换 后 对 应 点 对 同一 坐标 系 O-zy 的 坐标 。 
再 将 平移 后 的 图 形 绕 坐 标 系 原点 作 旋 转变 换 ,旋转 角 为 一 c, 变换 公式 为 
Z = XZcoOs(—a) 一 ysin( 一 a)， 
T, 1 (3-7) 
y = Zsin(— a) 十 ycos( 一 a)， 
其 中 (E,y) 和 (zx ,yy 是 作 旋 转变 换 后 的 对 应 点 对 同一 坐标 系 O-zy 的 坐标 。 
作 这 两 个 变换 的 乘积 ,得 
x = (z 一 zo)cos( 一 a) — (y— yo)sin(— a), 
T, be 五 : | 
y 一 (z 一 如)sin( 一 a) 十 (y 一 %)cos( 一 a)， 
即 
x’ 一 (z 一 zo)cosae 十 (> 一 yo)sina， 
了 :> - Ty | (3-8) 
y =— (zt— zo)sinegt (y— yo)cosa, 


我 们 可 以 看 出 式 (3-8) 即 由 式 (3-5) 解 出 x ,yy 的 结果 ,实际 上 式 (3-5) 与 式 (3-8) 是 同 
一 公式 ,因此 在 图 3-6 中 ,图 (a) 中 的 图 形 厂 关于 坐标 系 Oz’y 的 方程 与 图 (b) 中 的 图 形 亚 
关于 坐标 系 O-zy 的 方程 是 完全 一 样 的 。 


根据 以 上 讨论 ,我 们 可 以 将 坐标 变换 公式 ,理解 为 方向 相反 的 点 变换 公式 ,因此 利用 坐 
标 变换 给 一 般 二 次 曲线 所 作 的 分 类 ,完全 可 以 理解 为 利用 点 变换 所 做 的 分 类 。 
下 面 讨论 利用 平面 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 的 方程 。 
设 二 次 曲线 的 方程 如 方程 (2-1), 即 
F(z,y) = anz’ 二 2awzy 二 awy 2asr+2aayass 一 0。 
现在 我 们 要 选取 一 个 适当 的 坐标 系 ,也 就 是 要 确定 一 个 坐标 变换 ,使 得 二 次 曲线 (2-1) 在 新 
坐标 系 下 的 方程 最 为 简单 ,这 就 是 二 次 曲线 方程 的 化 简 。 为 此 ,我 们 必须 了 解 在 坐标 变换 下 
二 次 曲线 方程 的 系数 是 怎样 变化 的 。 因 为 一 般 坐 标 变 换 是 由 移 轴 与 转轴 组 成 ,所 以 我 们 分 
别 考察 在 移 轴 与 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (2-1) 的 系数 的 变化 规律 。 
如 果 把 移 轴 公式 (3-1) , 即 
| 工 一 过 十 zo， 
一 y 十 yo 
代入 二 次 曲线 (2-1) 中 ,得 到 在 移 轴 公式 下 二 次 曲线 (2-1) 的 新 方程 为 
F(z 十 Zosyy 十 Yo) 二 an (zx 十 zo)? 十 2awz 《zx 十 Xo) Cy 十 yo) 十 ax(y 十 yo)?， 
十 2a13 (x 十 zo) 十 2a (Cy 十 yo) 十 ass 一 0， 
化 简 整理 得 
az 十 2atz'y 十 a2y2 十 2az 十 2a%sy 十 a 和 二 0， 
其 中 
a Ql sa12 一 Ql2 ,22 一 Q22， 
aa 一 lzo tayo a 一 下 (zoyyo)， 
ca2 一 atazo 十 az 加 十 az = Fa (xo ,yo )， Re 
as 一 az3 十 2alzoyo 十 az 尹 十 2aiszo 十 2axy 十 aa 一 下 (zoyyo)。 
因此 在 移 轴 公式 (3-1) 下 ,二 次 曲线 (2-1) 方 程 的 系数 的 变化 规律 如 下 : 
(1) 二 次 项 系数 不 变 ; 
(2) 一 次 项 系数 变 为 2F, (zo ,yo ) 与 2F, (xo ,Yo0) ; 
(3) 常数 项 变 为 F(zo ,yo)。 
因为 当 点 (zo,yo) 是 二 次 曲线 (2-1) 的 中 心 时 ,有 FF (zo ,yo) 二 0,Fi(zo ,yo) 二 0, 所 以 当 
二 次 曲线 是 有 心 二 次 曲线 时 , 作 移 轴 , 可 以 使 原点 与 二 次 曲线 的 中 心 重合 , 则 在 新 坐标 系 下 
二 次 曲线 的 新 方程 中 的 一 次 项 消失 。 
如 果 把 转轴 公式 (3-2) , 即 
| 工 一 了 icosa 一 ysina， 
= Z sina + y cosa 
代入 二 次 曲线 (2-1) ,得 到 在 上 转轴 公式 下 二 次 曲线 (2-1) 的 新 方程 为 
auz 十 2a2z'y 十 ahzy ?十 2a3x 十 2arsy 二 as 二 0， 


其 中 


用 。 4 
aal 一 alicosza 十 2alssinacosa 十 Qa2 Sin?a, 

7 。 和 、 2 
as 一 (as 一 ail)sinwcosa 十 aiz(coszau 一 sin2a)， 


灵 。 时 2 
az2 = Qilsinza — 2a1 sinacosa 十 azzcosza， 
< 


(3-10) 


‘ . 
Cl13 一 QI13COSa 十 G23 Sling , 


7 ， 
G23 = 3 SINa 十 C23COSQ， 


因此 在 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (2- 1) 的 系数 的 变化 规律 如 下 ， 

(1) 二 次 项 系数 一 般 要 变 。 新 方程 的 二 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 二 次 项 系数 及 旋转 角 = 
有 关 ,而 与 一 次 项 系数 及 常数 项 无 关 。 

(2) 一 次 项 系数 一 般 要 变 。 新 方程 的 一 次 项 系数 仅 与 原 方程 的 一 次 项 系数 及 旋转 角 a 
有 关 ,而 与 二 次 项 系数 及 常数 项 无 关 , 如 果 我 们 从 式 (3-10) 中 的 


EH 有 
{ 13 一 QisCOSe 十 azs Sina, 


A 
Qazs =— Qis Sinea 十 zs COSw 
解 出 U13 ，C23 得 


/ 六 
全 一 4&13COSa 一 &23Sliha， 


azs = dhasina 十 ascosa。 
那么 可 以 进一步 看 到 ,在 转轴 下 ,二 次 曲线 方程 (2-1) 的 一 次 项 系数 als ,aas 的 变化 规律 是 与 
点 的 坐标 z,y 的 变化 规律 完全 一 样 , 当 原 方程 有 一 次 项 时 ,通过 转轴 不 能 完全 消去 一 次 项 ， 
当 原 方程 无 一 次 项 时 ,通过 转轴 也 不 会 产生 一 一 次 项 。 
(3) 常数 项 不 变 。 
在 二 次 曲线 方程 (2-1) 里 ,如 果 a1s 关 0, 我 们 往往 使 用 转轴 使 新 方程 中 的 a; 二 0。 为 此 ， 
我 们 只 要 取 旋 转角 a, 使 得 


a a 
a12 = (422 — Qa11)singcosa 十 aiz(coszau 一 sin2za) 一 0， 


即 
(qz Ql )sin2a 十 2a12 cos2a = 09, 
所 以 
cot2e = 和 一 422 (3-11) 
2a1z 


因为 余 切 的 值 可 以 是 任意 的 实数 ,所 以 总 有 a 满足 式 (3-11) ,也 就 是 说 总 可 以 经 过 适当 的 转 
轴 消 去 二 次 曲线 方程 (2-1) 的 zy 项 。 


@ 这 里 的 sin2a 关 0, 否 则 将 有 al = 0, 这 与 假设 矛盾 。 


例 1 化 简 二 次 曲线 方程 也 十 4zy 十 4 史 十 12z 一 ?十 1 一 0, 并 画 出 它 的 图 形 。 
解 ”因为 二 次 曲线 方程 含有 zy 项 ,因此 我 们 总 可 以 先 通过 转轴 消去 zy 项 。 设 旋转 角 


为 a, 那 么 由 式 (3-11) 得 


cot2a 一 一 工 ， 
即 
1 一 tanswe 3 ， 
2tana 4 
所 以 
2tanza 一 3tana 一 2 一 0， 
从 而 得 


tana 一 一 六 或 tana 一 2。 


取 tana 一 29 ,那么 sina 一 后 ,cos 一 请 ,所 以 转轴 公式 为 


Zz = 让 一 2 
1 更 ’ 

一 一 (27 十 y )。 
> se > 


将 上 转轴 公式 代入 原 方程 化 简 整 理 得 转轴 后 的 新 方程 为 
57 ?十 2V5zx’ 一 5Y5y 十 1 二 0。 


利用 配方 可 把 上 式 化 为 
再 作 移 轴 
mn  / 5 
| 一 之 二 于， 
y=y 
曲线 方程 便 化 为 最 简 形式 
2 一 By 三 5 
或 写成 标准 方程 为 
A =V5y 


@ 如 果 取 tana 一 一 六 ,同样 能 消去 zy 项 。 


ee 


这 是 一 条 抛物 线 , 它 的 顶点 是 新 坐标 系 O~z y” 的 原 
点 。 原 方程 的 图 形 可 以 根据 它 在 坐标 系 Ox”y 中 的 标 
准 方程 作出 , 它 的 图 形 如 图 3-7 所 示 。 

例 2 化 简 二 次 曲线 方程 zx? 一 xy 十 yy 十 2z 一 4y 二 
0, 并 画 出 它 的 图 形 。 

1 -1 
解 因为 I 一 | ， “| 到 0, 所 以 该 曲线 


为 中 心 二 次 曲线 , 解 方程 组 
FiCz yy z 一 六 y 十 1 一 0， 


Fy (Cyd) = x 十 y 一 2 二 0 
得 到 中 心 坐 标 是 = 一 0,y 一 2。 取 点 (0,2) 作 为 新 坐标 系 的 原点 , 作 移 轴 


a 
ly si 
J 


zx? — zy ty 一 4 一 0。 
再 作 转 轴 变 换 消 去 xz'y ,由 式 (3-11) 得 


变换 后 , 原 方程 可 变 为 


cot2a 一 0， 
从 而 取 "一 于 , 故 转轴 公式 为 


7 


Cx” 一 多 )， 


1 
人 万 
工 


y = (zy) 


经 转轴 变换 后 ,曲线 的 方程 化 为 最 简 形式 


rT 十 3 一 4 一 


ee 


这 是 一 个 椭圆 方程 , 它 的 图 形 如 图 3-8 所 示 。 

利用 转轴 来 消去 二 次 曲线 方程 的 zy 项, 它 的 一 个 
几何 意义 ,就 是 把 坐标 轴 旋 转 到 与 二 次 曲线 的 主 方向 平 
图 3-8 行 的 位 置 ; 而 利用 移 轴 , 它 的 一 个 几何 意义 ;就 是 把 坐标 


8 


系 的 原点 移 到 二 次 曲线 的 中 心 位 置 。 

因此 ,上 面 介 绍 的 通过 转轴 与 移 轴 来 化 简 二 次 曲线 方程 的 方法 ,实际 上 是 把 坐标 轴 变 到 
与 二 次 曲线 的 主 直径 ( 即 对 称 轴 ) 重 合 的 位 置 。 如 果 是 中 心 二 次 曲线 ,坐标 原点 与 该 二 次 曲 
线 的 中 心 重合 ; 如 果 是 无 心 二 次 曲线 ,坐标 原点 与 该 二 次 曲线 的 顶点 重合 ; 如 果 是 线 心 二 
次 曲线 ,坐标 原点 可 以 与 该 二 次 曲线 的 任何 一 个 中 心 重 合 

一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 定理 。 | 

定理 3.1 适当 选取 坐标 系 ,二 次 曲线 的 方程 总 可 以 化 成 下 列 三 个 简化 方程 中 的 一 个 : 

(1) anz’taszy’ Tass—=0,anaz 0s 

(2) azzyz 十 2aisz 一 0,azzals 天 0; 

(3) dz2y ?十 aas 一 0,azz 天 0。 

证 明 ”我们 根据 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 .无心 二 次 曲线 与 线 心 二 次 曲线 3 种 情况 来 
讨论 。 

(1) 当 已 知 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 一 对 既 共 配 又 互相 垂直 的 主 直 径 作 为 
坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 。 设 二 次 曲线 在 这 样 的 坐标 系 下 的 方程 为 

az 十 2aiazy 十 azz22 十 2aisz 十 2axsy 十 ass 一 00， 
因为 这 时 原点 就 是 二 次 曲线 的 中 心 。 所 以 由 本 章 定理 2. 1 的 推论 可 知 
al 一 az3 一 0。 
其 次 ,二 次 曲线 的 两 条 主 直径 ( 即 坐 标 轴 ) 的 方向 为 1: 0 与 0: 1, 它们 互相 共 示 , 因 此 
根据 式 (2-20) 有 
alz 一 0， 
所 以 二 次 曲线 的 方程 为 
aunz’ 十 azzy2 十 aas 二 0， alias 天 0。 

(2) 当 已 知 二 次 曲线 是 无 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 唯一 主 直 径 作 为 z 轴 , 而 过 顶点 ( 即 主 
直径 与 曲线 的 交点 ) 且 以 非 渐 近 主 方向 为 方向 的 直线 ( 即 过 顶点 垂直 于 主 直径 的 直线 ) 为 y 
轴 ,建立 直角 坐标 系 。 设 这 时 二 次 曲线 的 方程 为 

auT’ 十 2alzy 十 azz 妈 十 2ais 十 2asy 十 aas 一 0， 
因为 这 时 主 直 径 的 共 思 方 向 为 敌 :Y=0 : 1, 所 以 主 直径 的 方程 为 
alz 工 十 azzy 十 aza 二 0。 
它 就 是 工 轴 , 即 与 直线 > 一 0 重合 ,所 以 
az 一 as 一 0，az 天 0。 


又 因为 顶点 与 坐标 原点 重合 ,所 以 (0,0) 满 足 曲线 方程 ,从 而 


ass 一 0。 
其 次 ,由 于 二 次 曲线 是 无 心 二 次 曲线 ,所 以 
aa a a 
A12 G22 23 


@ 二 次 曲线 方程 在 坐标 变换 之 下 的 次 数 不 变 。 


而 oz 一 0,az 天 0, 所 以 有 
an 二 0， ai 天 0。 
所 以 该 二 次 曲线 的 方程 为 
az 六 十 2ais 工 一 0， aza 天 0。 

《3) 当 已 知 二 次 曲线 是 线 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 中 心 直 线 ( 即 该 二 次 曲线 的 唯一 直径 也 
是 主 直 径 ) 作 为 工 轴 , 任 意 垂直 于 它 的 直线 作为 y 轴 , 建 立 直角 坐标 系 。 设 这 时 二 次 曲线 的 
方程 为 

az2 十 2aizzy 十 azzy? 十 2asz 十 2azsy 十 as 一 0， 
因为 二 次 曲线 是 线 心 二 次 曲线 ,所 以 它 的 中 心 直 线 的 方程 是 
alZ 十 aizy 十 alias 一 0 与 alizZ 十 azzy 十 azs 一 0 
中 的 任何 一 个 ,第 二 个 方程 表示 工 轴 的 条 件 为 
Ql2 一 4 一 0，dz 天 0。 
而 第 一 个 方程 在 az 一 0 的 条 件 下 ,不 可 能 再 表示 x 轴 , 所 以 它 必须 是 恒等式 ,因而 有 
ail 一 a1 一 0， 
所 以 曲线 的 方程 为 
az 多 十 as 一 0， as 天 0。 

现在 我 们 可 以 根据 二 次 曲线 3 种 简化 方程 系数 的 各 种 不 局 情况 , 写 出 二 次 曲线 的 各 种 
标准 方程 ,从 而 得 出 二 次 曲线 的 分 类 。 

《1) 曲线 是 中 心 二 次 曲线 时 , 即 曲 线 方程 为 

QnzT’ 二 any 二 as 一 0， anaw 天 0。 
当 as 和 0 时 ,那么 方程 可 化 为 
Ar’+By’:=1, 


Se B=— 
其 中 A= 二 。 
@ 如 果 A>0,B>0, 那 么 设 4 一 点 ,B 一 方 ,于 是 得 方程 
2 2 
五 十 点 = 1 一 一 一 梢 加 


@ 如 果 A<0,B<0, 那 么 设 A 一 坪 ,B 一 一 走 , 于 是 得 方程 


a 
zx? vy a = 
Pr 虚 椭 贺 
@ 如 果 A 与 B 异 号 ,那么 不 失 一 般 性 ,假设 A>0,B<0( 在 相反 情况 下 ,只 要 把 z 轴 与 
y 轴 对 调 ) , 设 A 一 方 ,B 一 一 点 ,于 是 得 方程 


二 一 丰 = 王 一 一双 曲 线 


、 
Po Mp 和 who keg Hh rr ie 
i i ti 


当 as = 二 0 时 , 则 方程 即 为 citiz? 十 az 多 一 0。 
@ 如 果 C11 C22 | 可 以 假设 an 之 0,az 之 0( 在 相反 情况 下 ,只 要 在 方程 两 边 同时 变 


号 )， 再 设 Qu a 2 Bp 二 ,于 是 得 方程 
亏 十 监 = 0; 一 点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共 办 虚 直线 


名 如 果 ai 与 azs 异 号 ,类 似 的 可 以 得 到 方程 


二 一 性 = 二 0; 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 两 相交 直线 
a 8 


(2) 曲线 是 无 心 二 次 曲线 时 , 即 曲线 方程 为 
azz 3 十 2aisz 一 0， G22 G13 天 0。 
@@ 设 一 了 三思 于 是 得 到 方程 
7 = 2pX 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 抛物 线 
(3) 曲线 是 线 心 二 次 曲线 时 , 即 曲线 方程 为 
C2z 十 aas 一 0， a22 天 0。 


方程 可 以 改写 成 为 
es 
@@ 如 果 as 与 cz 异 号 ， 设 二 Ce ,于 是 得 到 方程 
六 一 4; 一 一 一 一 一 一 一 一 一 两 平行 直线 
@ 如 果 as 与 azz 同 号 ， 设 2 一 a ,于 是 得 到 方程 
| 入 =— a’; 两 平行 共 生 虚 直线 
加 如 果 as =0 时 ,得 到 方程 
y=0。 两 重合 直线 
于 是 ,我 们 就 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 3.2 通过 适当 地 选取 坐标 系 , 二 次 曲线 的 方程 总 可 以 写成 下 面 九 种 标准 方程 中 
的 一 种 形式 : 
@ 气 十 护 一 1 椭 贺 
ca 
© ty Ls | 虚 椭 圆 
Ty 
二 2 pb’ 1; 双 曲 线 


@ 二 上 =0 一 一 一 点 或 称 两 相交 于 实 点 的 共 辑 虚 直线 


二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 两 平行 共 思 虚 直线 
©®@ y=0, 两 重合 直线 


所 以 ,在 欧 氏 平面 上 ,二 次 曲线 的 度量 分 类 为 如 上 9 类 。 


练 习 3 


1. 求证 : 在 平面 上 的 两 个 平移 的 乘积 一 定 可 交换 , 绕 原 点 的 两 个 旋转 的 乘积 也 一 定 可 
交换 。 | 
2. 求证 : 非 恒 等 的 平移 和 旋转 的 乘积 不 可 交换 。 


Z 一 2z 十 3y 一 7， 
3: 求 变换 了 ; | 的 逆 变 换 。 
y 多 一 3z 十 5y 一 9 
2 一 2z 十 3y 十 5， ZX 一 2z 一 3y 十 4， 
4 水 交换 了 ,| 和 1 的 乘积 TT, 与 TT 的 表 
多 一 3z 一 y 一 7 y 一 一 并 十 2y 一 5 | 
达 式 。 


5. 在 平面 上 取 定 以 点 O 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 , 若 除 圆心 O 外 的 平面 上 任意 点 M 和 它 
的 对 应 点 M“ ,满足 两 个 条 件 : 

(1) 三 点 O,M,M' 共 线 , 且 M 与 M' 在 O 的 同 侧 ; 

(2) OM » OM’=R:’., 
则 把 这 种 点 变换 叫做 关于 圆 O 的 反 演 变换 ,请 建立 直角 坐标 系 , 并 求 出 反 演 变换 的 代数 表 
达 式 。 

6. 求 下 列 变换 的 不 动 点 : 


工 一 4z 十 5y 一 11， 并 一 4z 一 y 一 5， 
(1) | o1 
y 一 2z 十 47 一 7; y 一 2z 十 3y 十 2。 
7. 求证 下 列 四 个 变换 构成 变换 群 ， 
Xx =z， T=—y, 
(1) rn (2) nd, 
y =y; 0 
zx 二 一 Zz， x =y, 
(3) rn (4) Te 
y 一 一 yi YT 


Nae 的 


8， 试 证 平面 上 非 退化 线性 变换 
Xx 一 7 十 a， 
| ” 其 中 m,a,b 都 是 参数 ,m 关 0 

y = my 二 b, 


的 集合 构成 变换 群 。 这 个 变换 群 是 交换 群 吗 ? 若 限制 xz>0, 则 新 集合 还 构成 群 吗 ? 可否 交换 ? 
”azovpz0 构成 一 个 群 ， 


9. 冰 证 平面 上 所 有 变 才 | 
y =By, 


a 
EE 一 az 十 aizy 十 a， Q11 Ql2 


隆 0 构成 一 个 群 。 


/ 


y 一 az 十 azzy 十 0， 

11. 将 点 (0,1),(2,0) 分 别 变 成 点 (一 1,0),(0,2) 的 等 距 变换 是 否 存 在 ? 如 果 存 在 , 写 
出 其 变换 式 。 

12. 将 点 (0, 一 1) 变 成 点 (0,0) ,直线 y 一 2V5 十 1 一 0 变 成 直线 2z 十 ?一 10=0 的 等 距 变 
换 是 否 存在 ? 如 果 存 在 , 写 出 其 变换 式 。 

13， 写 出 下 列 二 次 曲线 的 矩阵 4 以 及 下 (zz)，FsCzz)，FaCzozr): 


10. 证 平面 上 所 有 变换 | 


U21 CQ22 


(1) 二 办 一 1 (2) y=2px; 

(3) z 一 3y 十 5z 十 2 一 0 (4) 2z2 一 zy 十 光一 6z 十 7y 一 4 一 0。 

14. . 求 二 次 曲线 zx! 一 2zy 一 3y: 一 4z 一 6y 十 3 二 0 与 下 列 直线 的 交点 : 

(1) 5z—y—5=0; (2) z 士 2y 十 2 一 0。 

15. 试 决定 的 值 ,使 得 直线 x 一 y 十 5==0 与 二 次 曲线 2z? 一 3z 十 y 十 k= 二 0 交 于 两 个 不 
同 的 实 点 。 | 

16. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,并 指出 该 二 次 曲线 是 属于 何 种 类 型 : 

(1) zx: 二 2xy 十 yy 十 3zx 十 y 二 0; (2) 3z2 十 4zy 十 2 只 一 6z 一 2y 十 5 一 0。 

17. 判断 下 列 二 次 曲线 是 中 心 二 次 曲线 ,无 心 二 次 曲线 还 是 线 心 二 次 曲线 : 

(1) x —27xy+2y—4z—6y 二 3 二 0; (2) 2z2: 十 8z 十 12y 一 3 一 0。 

18. 当 a,b 满足 什么 条 件 时 ,二 次 曲线 x? 十 6xy 十 ay: 十 3z 十 by 一 4 二 0 

(1) 有 唯一 的 中 心 ; 《2) 没有 中 心 ; 


《3) 有 一 条 中 心 直 线 。 

19. 求 下 列 二 次 曲线 的 新 近 线 : 

(1) 6z2? 一 Zy 一 吧 十 3z 十 y 一 1 一 0 (2) 友 十 2zy 十 办 十 2z 十 2y 一 4 一 0。 
20. 求 下 列 二 次 曲线 的 方程 

《1) 以 点 (0,1) 为 中 心 , 且 通过 点 (2,3),(4,2) 与 (一 1, 一 3); 

《2) 通过 点 (1,1),(2,1),( 一 1, 一 2) 且 以 直线 z 十 y 一 1=0 为 渐 近 线 。 

21. 求 下 列 二 次 曲线 在 所 给 点 或 经 过 所 给 点 的 切线 方程 ， 

《1) 曲线 3z? 十 4zy 十 5y: 一 7x 一 8y 一 3 二 0 在 点 (2,1); 


(2) 曲线 5z? 十 7xy 十 y? 一 z+ 十 2y 二 0 在 原点 ; 

(3) 曲线 十 zy 十 十 Zz 十 4y 十 3==0 经 过 点 (2, 一 1); 

(4) 曲线 5z2 十 6zy 十 5 如 一 8 一 0 经 过 点 (0,2V2); 

(5) 曲线 2x? 一 xy 一 一 x 一 2y 一 1 二 0 经 过 点 (0,2) 。 

22. 求 下 列 二 次 曲线 的 切线 方程 ,并 求 出 切 点 的 坐标 : 

(1) 曲线 zx? 十 4Ty 十 3y’ 一 5z 一 6y 十 3 二 0 的 切线 平行 于 直线 zx 十 4y 一 0; 
(2) 曲线 十 zy 十 y? 一 3 二 0 平行 于 两 坐标 轴 的 切线 。 

23. 求 下 列 二 次 曲线 的 奇异 点 : 


(1) 3z:—2y: 二 6zx 二 4y 十 1 二 0; (2) 2zxy++y—27x—1=0。 
24. 试 求 经 过 原点 且 切 直线 4z 十 3y 十 2 一 0 于 点 (1, 一 2) 及 切 直线 x 一 y 一 1 二 0 于 点 (0， 
一 1) 的 二 次 曲线 方程 。 


25. 已 知 二 次 曲线 3z: 十 7zy 十 5 只 十 4z 十 5y 十 1 一 0, 求 它 的 

(1) 与 工 轴 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 ; 

(2) 与 直线 zx 十 y 十 1 一 0 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 。 

26, 求 二 次 曲线 到 十 2 和 一 4z 一 2y 一 6 一 0 通过 点 (8,0) 的 直径 方程 ,并 求 其 共 斩 直 径 。 

27. 已 知 二 次 曲线 7zy 一 将 一 2z 十 3y 一 1 一 0 的 直径 与 y 轴 平 行 , 求 它 的 方程 ,并 求 出 
该 直径 的 共 斩 直径 。 

28. 已 知 抛物 线 将 = 一 8z, 通 过 点 (一 1,1) 引 一 弦 , 使 它 在 这 点 被 平分 , 求 该 弦 所 在 直 
线 的 方程 。 


29.， 求 双 曲 线 于 一 抑 一 1 的 一 对 共 亏 直 和 色 方 程 ,已 知 两 共 亏 直径 间 的 角 是 45。 


30, 试 证 : 通过 中 心 二 次 曲线 中 心 的 直线 ,一 定 是 中 心 二 次 曲线 的 直径 。 平 行 于 无 心 
二 次 曲线 渐 近 方向 的 直线 ,一定 是 无 心 二 次 曲线 的 直径 。 
31. 求 下 列 两 条 二 次 曲线 的 公共 直径 ， 
(1) 3z2 一 2zy 十 3 如 十 4z 十 4y 一 4 一 0 与 2z2: 一 3zy 一 姑 十 3z 十 2y 一 03; 
(2) z*—zy—y—z—y=0 与 xz: 十 2y 十 y: 一 zx 十 y= 二 0。 
z—3y—2=0, 15y 十 3 一 0， 
| 


32， 已 知 二 次 曲线 通过 原点 ,并 且 以 下 列 两 对 直 级 | 


5z 一 5y 一 4 一 0 2z 一 ?一 1 一 0 


它 的 两 对 共 罗 直 径 , 求 该 二 次 曲线 的 方程 。 
33. 分 别 求 楷 贺 村 十 次 一 1, 双 时 线 所 一 芬 一 1, 抛物线 六 一 2pz 的 主 方向 与 主 直径 。 
34. 求 下 列 二 次 曲线 的 主 方向 与 主 直径 
(1) 5z2 十 8zy 十 5 风 一 18z 一 18y 十 9 一 0; (2) 2zy 一 2z 十 27y 一 1 一 0; 
(3) 9z 一 24zy 十 16 光 一 18z 一 101y 十 19 一 0; (4) 立 十 办 十 4z 一 2y 十 1 一 0。 
35， 直线 zx 十 ?十 1=0 是 二 次 曲线 的 主 直 径 ( 即 对 称 轴 ) ,点 (0,0),(1, 一 1),(2,1) 在 曲 


线 上 , 求 该 二 次 曲线 的 方程。 
36， 试 证 明 二 次 曲线 两 个 不 同 特征 根 确定 的 主 方向 互相 垂直 。 
37. 试 证 中 心 二 次 曲线 az* 十 2hzy 十 ay? 一 d 的 两 条 主 直径 为 z* 一 yy 二 0, 该 二 次 曲线 


的 两 半径 轴 的 长 分 别 是 |=445 | 及 |= 和 |。 


38. 利用 移 轴 与 转轴 变换 ,化 简 下 列 二 次 曲线 的 方程 ,并 画 出 它们 的 图 形 。 
(1) 5z* 二 4xy 二 2y: 一 24z 一 1l2y 十 18 二 0; 

(2) z 妇 十 2zy 十 只 一 4z 十 y 一 1 一 0; 

(3) 5z2 十 12zy 一 22z 一 12y 一 19 一 0; 

(4) xT’ 二 2zxy 十 yy 十 2z 十 2y 二 0。 


仿 射 坐标 系 、 仿 射 平面 与 仿 射 变换 


本 章 内 容 主要 是 介绍 仿 射 变换 的 概念 ,研究 仿 射 变换 的 性 质 ,并 在 仿 射 坐标 系 下 用 代数 
法 研究 仿 射 变换 后 的 不 变量 和 不 变性 质 。 


1 仿 射 坐标 系 与 仿 射 平面 


1.1 平行 射影 


定义 1.1 设 在 一 平面 上 有 两 条 直线 a 和 a’,! 是 平面 上 与 aa” 都 不 平行 的 另 一 条 直 
线 ,通过 直线 a 上 各 点 A ,B,C,… 分 别 作 直 线 i 的 平行 线 , 交 4a’ 于 点 A',B',C',… ,这 样 便 得 
到 了 直线 a 上 的 点 到 直线 a 上 的 点 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,叫做 两 条 直线 间 的 平行 射影 或 透 
视 仿 射 对 应 ,如 图 4-1 所 示 。 记 这 个 平行 射影 为 pg, 则 有 p(A) 一 4 ,p(B) 一 B 

很 明显 ,平行 射影 和 直线 1 的 位 置 有 关 , 当 直线 4 的 位 置 改变 ,就 得 出 另外 的 平行 
射影 。 

如 果 直 线 a 和 a 相交 , 则 交点 是 平行 射影 下 的 自 对 应 点 ,或 叫做 不 变 点 (或 二 重点 ) 。 

类 似 可 得 ,空间 中 两 个 平面 之 间 的 平行 射影 , 即 下 面 的 定义 。 

定义 1.2 设 在 一 空间 中 平面 x 与 x“,i 为 空间 中 与 r,x' 都 不 平行 的 一 条 直线 ,通过 平 
面 x 上 各 点 A,B,C,… 分 别 作 直线 i 的 平行 线 , 交 x 于 点 A ,B',C’ , ,这样 便 得 到 了 平面 
x 上 的 点 到 平面 x 上 的 点 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,叫做 两 个 平面 间 的 平行 射影 或 透视 仿 射 对 
应 ,如 图 4-2 所 示 。 记 这 个 平行 射影 为 p, 则 有 pC(A)==A’,g(B)==B’,… 


第 4 章 ， 仿 射 坐标 系 、 伪 射 平 面 与 伤 射 变换 


图 4-2 


显然 ,如 果 平 面 x 与 平面 x 交 于 直线 n, 则 直线 n 上 的 每 一 个 点 都 是 平行 射影 下 的 自 对 
应 点 ,我们 把 直线 n 叫做 自 对 应 直线 ,也 叫做 透视 轴 , 简 称 轴 。 

对 于 以 上 两 个 平行 射影 中 的 直线 都 可 以 改 成 向 量 , 如 果 改 为 向 量 , 则 该 向 量 就 叫做 投射 
方向 。 如 图 4-3, 设 平面 x 与 平面 x 交 于 直线 ,rt 是 既 不 平行 于 x ,又 不 平行 于 x 的 向 量 ,对 
于 x 上 任意 点 M ,过 M 作 平 行 于 r 的 直线 , 交 x 于 点 M', 则 把 将 M 映 成 M' 的 点 对 应 叫做 平 
面 x 到 平面 x 的 平行 射影 或 透视 仿 射 对 应 ,向 量 r 叫做 投影 方向 。 


从 图 4-3 ,利用 初等 几何 知识 不 难 证 明 ,透视 仿 射 对 应 具有 如 下 基本 性 质 ， 

C1) 同 素性 : 即 透视 仿 射 对 应 将 点 变 成 点 ,直线 变 成 直线 。 

(2) 结合 性 : 若 点 A,E,B 在 一 直线 上 ,经 过 透视 仿 射 对 应 后 ,其 对 应 点 A',E',B' 在 对 
应 直线 上 , 即 透视 仿 射 对 应 保持 点 和 直线 的 结合 关系 。 

(3) 平行 性 ; 即 设 有 直线 AB 和 CD 在 透视 仿 射 对 应 下 对 应 直线 分 别 为 A'B' 和 CD’， 
车 CD/ AB, 则 C'D’/ A'B’， 

定义 1.3 车 三 点 Pi ,P,P 是 共 线 的 , 且 有 Pi 户 =X Pz 户 , 则 系数 4 叫做 三 点 P, ,P,,P 
的 简单 比 (简称 单 比 ) , 记 为 4= (PiP;P) ,其 中 点 P,P; 叫做 基点 ,点 P 叫做 分 点 。 


由 定义 可 知 , 若 PLP, PsP 是 有 向 线段 , 则 单 比 (P,P,P) 一 所 名。 


显然 , 当 点 已 在 点 Pi,P: 之 间 时 , 单 比 (Pi PsP)<<0; 否则 (Pi PsP)>>0。 

当 点 了 与 点 Pi 重合 时 , 单 比 (Pi1P;,P) 一 0; 当 点 了 与 点 Ps 重合 时 , 单 比 (PP:P) 不 存 
在 ; 当 点 PP 为 线段 PiP; 的 中 点 时 , 单 比 (Pi P,P)== 一 1。 

如 果 已 知 两 点 P,P;, 且 单 比 (PP;P) 为 定 值 时 , 则 点 P 在 直线 PP; 上 的 位 置 是 被 唯 
:一 确定 的 。 : 

定理 1.1 平行 射影 (透视 仿 射 对 应 ) 保 持 共 线 三 点 的 单 比 不 变 。 

证 明 如 图 4-2 所 示 , 平 面 上 7 的 共 线 三 点 A,，B,C, 经 过 平行 射影 后 对 应 点 分 别 为 平 
面 x 上 的 共 线 三 点 A’,B',C 。 由 于 AA’, BB’, CC’ 都 平行 于 直线 1, 所 以 有 AA’// BB’// 
CC’, 故 

AC _ A’'C’ 
BC B’C”’ 
即 
(ABC) = (A’'B'C'), 

定义 1.4 设 同 一 平面 上 及 n 条 直线 4a1,as,…,a,, 如 图 4-4 所 示 , 目 py ,go，,… ,gp,_; 顺 
次 表示 ca 到 cs ,as 到 as,…,as_1 到 au 的 平行 射影 ,经 过 这 一 串 平行 射影 ,使 得 直线 a; 上 的 
点 与 直线 ae。 上 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ,这 个 对 应 叫做 直线 a 到 直线 a, 的 仿 射 对 应 , 记 
为 p, 于 是 有 p 一 po-ipro-z mpPi。 

特别 地 , 当 直 线 ai 与 a, 重合 时 , 则 把 w 到 a 的 仿 射 对 应 叫做 直线 a, 到 自身 的 仿 射 
变换 。 

如 图 4-5 所 示 ,类 似 地 可 以 定义 出 平面 mm 到 平面 x, 的 仿 射 对 应 。 


特别 地 , 当 平面 x 与 x 重合 时 , 则 把 x 到 x 的 仿 射 对 应 叫做 平面 r; 到 自身 的 仿 射 
变换 。 

由 上 面 的 定义 可 知 , 仿 射 对 应 是 由 有 限 次 透视 仿 射 对 应 组 成 的 ,所 以 仿 射 对 应 是 透视 仿 
射 对 应 链 ,透视 仿 射 对 应 是 最 简单 的 仿 射 对 应 。 而 一 个 仿 射 对 应 是 否 是 透视 仿 射 对 应 ,只 需 
看 两 对 对 应 点 的 连 线 是 否 平行 。 


由 于 仿 射 对 应 (变换 ) 可 以 理解 成 为 一 个 透视 仿 射 对 应 链 ,所 以 不 难 证 明 仿 射 对 应 
换 ) 的 下 列 性 质 : 

《1) 保持 同 素性 和 结合 性 ; 

(2) 保持 共 线 三 点 的 单 比 不 变 ; 

(3) 保持 直线 的 平行 性 。 

定义 1,5 若 两 个 平面 间 ( 平 面 到 自身 ) 的 一 个 点 对 应 (变换 ) 保 持 同 素性 、 结 合 性 和 共 
线 三 点 的 单 比 , 则 该 点 对 应 (变换 ) 叫 做 仿 射 对 应 (变换 ) 。 

在 此 定义 下 ,可 以 证 明 仿 射 对 应 (变换 ) 保 持 两 直线 的 平行 性 。 


1.2 仿 射 坐标 系 与 仿 射 平面 
由 前 面 透视 仿 射 对 应 的 定义 ,我 们 知道 ,透视 仿 射 对 应 一 般 将 正方 形 映 成 平行 四 边 形 。 


设 平 面 上 一 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 O-zy ,点 E(1,1) 为 单位 点 ,及 平面 上 任 一 点 PCz,y) ,如 
图 4-6 所 示 。 过 点 五 ,P 分 别 作 z 轴 ,y 轴 的 平行 线 交 > 轴 和 >z 轴 于 点 已 , ,已 - ,P,,P., 则 有 


设 工 是 一 个 仿 射 变换 ,将 坐标 系 O-zy 变换 成 对 应 新 坐标 系 DO-z'y ,点 E,E,,E,,P， 
了 P.,P, 的 对 应 点 依次 为 EE' , 民 , 玉 ,PP' ,Ps,,P;。 由 于 在 仿 射 变换 人 则 
四 边 形 OEzE'E; 和 OPsP'P 均 为 平行 四 边 形 , 如 图 4-7 所 示 。 


4-6 图 4-7 


若 取 点 E' 为 新 坐标 系 O-z'y 的 单位 点 (1,1), 设 点 P' 在 坐标 系 Ox’y 下 的 坐标 为 
(zy ), 则 有 
, OP» PO 
ww OE “EO” = (PiE.O 7 
7 OP’, Pp, /OO /mm /7 
了 一 可 五 7 三 EO 一 = (PyEyO'). 


由 于 仿 射 变换 了 保持 单 比 不 变 , 所 以 有 zx 一 z+,y 一 y。 新 坐标 系 0-z'y 的 特点 是 两 个 


. 单位 向 量 D7 本 与 07 >y 不 一 定 垂直 ,但 不 共 线 , 且 它 们 的 长 度 不 一 定 相 等 。 
定义 1,6 我 们 把 平面 上 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 O-zy 经 过 仿 射 变换 作用 后 所 得 的 新 坐 
标 系 Oxy' 叫 做 仿 射 坐标 系 ,点 O 叫做 坐标 原点 ,向 量 OF 和 OEY 叫做 基本 向 量 。 点 P 
在 新 坐标 系 O-z'y 下 的 坐标 Cx ,y) 叫 做 点 P' 的 仿 射 坐标 , 记 为 P'(z',y)。 
直观 上 ,我 们 把 建立 了 仿 射 坐标 系 的 平面 叫做 仿 射 平面 。 
事实 上 , 仿 射 坐标 系 是 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 的 推广 ,而 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 是 仿 射 坐标 系 的 
特殊 情况 。 
由 于 点 的 仿 射 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标 相似 ,所 以 可 以 推 得 一 些 相关 的 结论 。 例 如 ,如 果 平 面 
上 两 点 P,, P; 的 仿 射 坐标 分 别 为 (zi, y1) (zzs，yz), 则 线段 PP, 的 中 点 坐标 必 为 
(3 全 ,江洲 兴 ) ,直线 PP, 的 方程 可 表示 成 Az 十 By 十 C=0 的 形式 (具体 证 明 见 后 )。 
定理 1.2 在 仿 射 平面 上 ,已 知 三 点 了 《zi »Y1) " 卫 : (x2 yy2) , 卫 : (zs ,ys); 则 有 
(PP P,) = 宇 一 一 兴 一 六 
TXT3™ Xz 33 一 yz 
证 明 如 图 4-8, 分 别 过 点 已 (一 1，2,3) 作 PiPe 与 ? 
轴 平 行 , 交 z 轴 于 点 P。, 则 有 
(PiPsPs)= (PisPz,P;,) 
_ PP _ OPs, — OP, 
P,Ps, OP,;, — OP,, 
OP:。 OP,。 
QE: OF, _ za—zi 
OP,, 2 OP:: TX3™ TX 
OE, OF. 


同 理 可 证 ， 
(P,P;P,) = 2 2, 
一 32” 


2 仿 射 变换 的 相关 问题 


2.1 仿 射 变换 的 代数 表达 式 


仿 射 变换 是 仿 射 平面 上 一 个 保持 同 素 性 .结合 性 和 共 线 三 点 的 单 比 的 点 变换 ,从 代数 上 
讲 , 它 的 代数 表达 式 是 什么 呢 ? 下 面 在 给 定 的 仿 射 坐标 系 下 ,我 们 来 求 出 仿 射 变换 的 代数 表 
达 式 。 

设 在 仿 射 平面 上 给 定 一 个 仿 射 坐标 系 O-ele: ,经 过 一 个 仿 射 变换 人 ,将 仿 射 坐标 系 
O-eiez 变 成 仿 射 坐标 系 O'-e'e? ,将 平面 上 的 点 PCz,y) 变 成 点 P“ (zy ), 如 图 4-9 所 示 。 


如 果 求 出 了 (z ,y ) 与 (z,?) 之 间 的 关系 ,我 们 就 得 到 了 仿 射 变换 的 代数 表达 式 。 


Pp 


设 仿 射 坐标 系 O-eaes 的 基本 向 量 e1 ;ez 在 仿 射 坐标 系 O-eies 下 的 坐标 分 别 是 (a ， 
azl )， (aiz 422) ;点 O 在 仿 射 坐标 系 O-eie: 下 的 坐标 是 (al ,aza ) , 则 有 
el 一 Quel 十 aalez， 
= lzel 十 azze3， 
00D7 = lsel 十 azsez 。. _ 
由 于 仿 射 变换 保持 平行 性 不 变 , 所 以 四 边 形 OP.PP, 的 对 应 图 形 OP'P'P' 仍 为 平行 四 
边 形 ,又 由 于 仿 射 变换 保持 单 比 不 变 , 所 以 点 已 在 仿 射 坐标 系 O-e1es 下 的 坐标 仍 为 Cz,y) 。 
因为 
OP” = 00 +OP’, 


所 以 
OP”= (alsel + azes) 十 (ze 人 十 和 人 
一 《alsel 十 azsez) 十 (ailel 十 aszlez) 十 y(Caizel 十 azzez) 
一 (auz 十 aizy 十 as)el 十 (aiiZz 十 azzy 十 azs)ez。 
又 由 于 


OP” = zel 十 ye 。 
比较 以 上 两 个 等 式 , 从 而 得 到 
= QuTawy 十 Qais 9 


y = Qi 工 十 azzy 十 aszs。 


dl Cl12 


由 于 el 与 e2 不 共 线 ,所 以 天 0, 从 而 去 0。 
12 G21 U22 


这 样 ,我 们 得 到 了 仿 射 变换 在 仿 射 坐标 系 下 的 代数 表达 式 为 
{ = anzxawytas, 


Ql G21 
22 


. (2-1) 
y = anzxay as, 


Se 
汉人 护短 变换 的 相关 同上 =ad02 


其 中 A= | | 关 0.。 或 者 将 式 (2-1) 写 成 如 下 矩阵 形式 
21 22 
人)=- 后 (六 (0), det(ay) 关 0。 (2-17) 
3 . dz1  Q22 > Q23 
由 于 A= > 和 关 0, 所 以 可 以 从 式 (2-1) 中 解 出 (x,y) 关 于 (zx ,y ) 的 代数 表达 式 ， 
和 21 2 
不 妨 设 为 
= bux 十 bizy 十 Bis 9 (2 2) 
= box 十 baoy 十 bzs 9 
其 中 
7 by bz 
A’ = 0， 
pa bzz 


将 式 (2-2) 叫 做 原 仿 射 变换 (2-1) 的 北 变 换代 数 表 达 式 。 
2.2 关于 仿 射 变换 的 确定 及 其 重要 定理 


由 仿 射 变换 的 代数 表达 式 (2-1) 表 示 可 知 , 确 定 一 个 仿 射 变换 需要 6 个 量 , 即 ca,azs(: 一 1， 
2,3) ,那么 什么 条 件 可 以 确定 唯一 一 个 仿 射 变换 呢 ? 关于 平面 上 仿 射 变换 的 确定 ,我 们 有 下 
面 的 定理 。 
定理 2.1 设 Pi(zy) 和 Pi (zy%)G 一 1,2,3) 分 别 是 仿 射 平 面 上 不 共 线 的 三 点 , 则 
存在 唯一 仿 射 变换 将 点 已 , 变 成 点 卫 ，。 
证 明 ”只 须 确定 仿 射 变换 (2-1) 中 的 各 系数 即 可 。 为 此 ,将 (zi,y) 一 (zi ,yy 代入 式 (2 1) 
得 到 


Xi= Ci1Zi 十 azyi 十 as， 
《2-3) 


= 27i 十 azzyi 十 aza。 
在 方程 组 (2-3) 的 第 一 式 中 , 令 ;一 1,2,3 可 得 

Z1 = gaziitawsy 十 ais， 

| = anzz any tan, (2-4) 

2 = 4117s 十 Qiz3ys 十 ais。 
由 于 三 点 Pi ,P; ,P; 不 共 线 , 故 
ZI YY 1 
1| 关 0， 
zx3 3 1 


之 2 YY2 


从 而 方 宅 组 (2-4) 有 唯一 解 Cl11，C12 "CQ13 。 同 理 可 求 得 唯一 确定 的 CQ219 CQC22 9Q23 0 
又 由 方程 组 (2-3) 可 得 | 


/ / / / 
TX1 YT Yi 


Xz TX YY dl daiz 


4 ’ [4 i 
Xs XI Yi Ts3 TX YY 


由 于 三 点 P1 ,P,P 不 共 线 , 故 由 上 面 解 得 的 系数 可 以 构造 一 个 仿 射 变换 的 系数 行列 式 


d21 U22 


du Uz 
关 0。 
U21 a22 
从 而 得 到 满足 条 件 的 唯一 仿 射 变换 。 
例 1 求 使 三 点 OC0,0),E(1,1),P( 一 1,1) 顺 次 变 为 点 O (2,3) ,已 (2,5),P (3 ,一 7) 
的 仿 射 变换 。 


解 ” 设 所 求 仿 射 变换 为 
X= anz awry 十 a, 
A 关 0。 
y 三 az 十 Qzzy 十 aza， 


将 三 对 对 应 点 的 仿 射 坐标 代 人 上 式 , 则 有 
2 一 as， 
3 一 azs， 
2 一 ail 十 ais 十 as， 
5 一 azl 十 az 十 azs， 
3 一 ail 一 aiz 十 ais， 
一 7 一 az 一 42z 十 azs。 


解 此 线性 方程 组 ,得 


a 一 


1 
2 9 
故 所 求 仿 射 变换 是 
fr 一 去 z 一 亏 ? 十 2， 
y 一 一 4z 十 6y 十 3。 
例 2 求 使 三 点 OO0,0),A(1;1),B(C 一 1,1) 顺 次 变 为 点 O(—1,2),A’(2,1),B’(0, 
一 3) 的 仿 射 变换 ; 并 求 出 点 CC(2,1) 的 像 点 ; 点 D'(1, 一 1) 的 原 像 点 。 


解 ” 设 所 求 仿 射 变换 为 


2 一 al 并 十 aizy 十 ais， 
7 A 汉 0。 
y 一 asiZz 十 azsy 十 azs， 


将 三 对 对 应 点 的 仿 射 坐标 代 人 上 式 , 则 有 


一 1 三 als， 
2 一 il 十 als 十 ais， 
0 一 一 40 十 als 十 als， 
2 一 qz， 
1 = azi 十 az 十 azs， 
一 3 一 一 aazl 二 azz 十 az。 
解 此 线性 方程 组 ,得 
al 一 1，az 一 2，ais 一 一 1， al 一 2， az 一 一 3， az 一 2。 
故 所 求 仿 射 变换 是 
zx 一 过 十 2y 一 1， 
一 2z 一 3y 十 2。 
将 z= 王 2,y 王 1 代 人 上 仿 射 变 换 , 可 得 
zx 一 3，y 一 3， 
故 点 (2,1) 的 像 点 是 (3,3)。 
将 z =1,y = 一 1 代 和 人 上 仿 射 变换 ,可 得 
X=0， yy 一 |， 
故 点 (1, 一 1) 的 原 像 点 是 (0,1)。 

关于 仿 射 平面 上 全 体 仿 射 变换 ,有 下 面 的 定理 。 

定理 2.2 仿 射 平 面 上 全 体 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 , 叫 做 仿 射 群 。 

证 明 由 于 满 秩 和 矩阵 的 道 矩 阵 也 是 满 秩 抢 阵 , 故 仿 射 变换 的 道 变换 也 是 仿 射 变换 。 又 
因为 满 秩 和 矩阵 的 乘积 矩阵 也 是 满 秩 和 矩阵, 所 以 两 个 仿 射 变换 的 乘积 也 是 仿 射 变换 。 因 此 全 
体 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 。 

由 于 决定 一 个 仿 射 变换 需要 6 个 独立 参数 ,故常 将 仿 射 平面 上 的 仿 射 群 记 为 G;。 


2.3 仿 射 平面 上 直线 的 几 个 常用 结论 


在 仿 射 平面 上 的 直线 方程 又 如 何 呢 ? 对 于 过 两 点 的 直线 方程 我 们 有 如 下 定理 。 

定理 2.3 车 P(x;,yi) (i 二 1,2) 是 仿 射 平面 上 两 个 不 同 的 点 , 则 直线 PP 的 方程 为 
TX _y Yi 
区 ;2 322” 

证 明 设 点 PP(z,y) 为 直线 PP, 上 蜡 于 点 P,P;, 任意 一 点 , 则 由 本 章 定理 1.2 有 

(PIPiP) = =， 
TX yy2 
即 直 线 Pi P; 的 方程 为 


TX __ yy 
二 一 ?一 Ya” 
把 直线 PP, 的 方程 = 一 2 一 一 化 简 整 理 后 ,得 
Ar+By++C=0, 
其 中 A,B,C 是 关于 zc; ,yi(i 二 1,2) 的 常数 , 且 有 A,B 不 全 为 零 ,否则 点 Pp 与 点 P, 重合 ,这 
与 已 知 矛 盾 。 


反之 易 得 ,满足 方程 z 一 二 一 一 光 的 <,y 所 对 应 的 点 PCz,y) 也 一 定 在 直线 PP 上 ， 


TX Xs 
所 以 ,在 仿 射 平面 上 ， 十 下 朋 汪 疙 号 Az 十 By 十 C 一 0(4: 十 形 夭 0) 形式 。 反 之 ,方程 Ax 十 
By 十 C= 二 0CA? 十 B? 关 0) 表 示 的 是 一 条 直线 。 
在 仿 射 平面 上 ,我 们 也 把 方程 
Art+By+C=0(CA’+B: 0) 
叫做 直线 的 一 般 方程 ; 而 把 方程 


叫做 直线 的 两 点 式 方程 。 

若 直线 上 过 点 Mo Cz ,加 ), 且 与 向 量 r 平 行 ,如 图 4-10 所 
示 , 设 直线 上 上 点 M 的 坐标 是 (z,y) , 记 OM =r。,OM=r， 
则 我 们 把 方程 

r= 二 no 十 左 

叫做 直线 的 向 量 式 参数 方程 ,其 中 向 量 r 叫做 直线 的 方向 
向 量 ,上 (一 2 于 上 < 十 ce) 是 参数 。 

设 方向 向 量 z 坐标 是 (X,Y) ,把 坐标 代 人 上 式 所 得 的 
方程 


工 一 To 十 !X， 
| 一 co 志 上 < 十 co， 


37 一 和 十 红 ， 
称 其 为 直线 的 坐标 式 参数 方程 ; 把 方程 
T_T 一 了 一 名 
X Y 

叫做 直线 的 标准 方程 。 

在 仿 射 平面 上 ,直线 的 方程 有 多 种 形式 ,但 是 由 于 两 直线 的 夹 角 在 仿 射 变换 下 一 般 要 改 
变 , 所 以 在 仿 射 平面 上 不 能 有 与 直线 的 斜率 有 关 的 方程 。 对 于 有 关 点 与 直线 ,直线 与 直线 的 
关系 ,我 们 有 以 下 结论 : 


(1) 两 条 直线 te :Aiz 十 By 十 C 一 0(i 一 1,2) 相 交 的 充 要 条 件 为 例 关 如 ;两 条 直线 平 


XI a 


(2) 三 点 Pi(xi,y1) (i 二 1,2,3) 共 线 的 充 要 条 件 是 |z。 y。 1| 二 0。 而 且 若 P; 分 线段 


xX3 ys 1 


二 A 十 和 
PiP; 成 定 比 $4(24 关 一 1), 则 Ne ,ys = 0 


(3) 三 条 直线 &? : Aiz 十 Biy 十 CC 一 00 一 1,2,3) 共 点 或 平行 的 充 要 条 件 是 
1 2 

A B， C, 

Ay,” By A 


证 明 车 三 条 直线 平行, 则 多 一作 一 铬 ,虽然 式 (2-5) 成 立 。 反之 ,车 式 (2-5) 成 立 , 且 


第 一 列 与 第 二 列 成 比例 , 则 三 条 直线 平行 。 以 下 假定 式 (2-5) 的 前 两 列 不 成 比例 , 即 三 条 直 
线 不 平行 ,于 是 89; Aix 十 Biy 十 Ci 一 0(i 二 1,2,3) 共 点 的 充 要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 
[arte 证 0， 


一 0。 (2-5) 


4sz 十 By 十 Coz 一 0， 
4:z 十 By 十 Ciz 一 0 
有 非 零 解 (xo, yo ,1), 从 而 等 价 于 该 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 , 即 式 (2-5) 成 立 。 
我 们 注意 到 ,以 上 结论 与 欧 氏 平面 上 结论 是 相应 一 致 的 。 但 是 ,在 欧 氏 平面 上 成 立 的 特 
殊 结论 不 能 完全 照搬 到 仿 射 平面 上 。 例 如 ,在 欧 氏 平面 上 成 立 的 距离 公式 ,在 一 般 仿 射 平面 
上 就 不 能 成 立 。 
例 3 求 一 仿 射 变换 使 = 轴 ,y 轴 的 对 应 直线 方程 分 别 为 z' 一 2y 十 1=0,2z 一 2y 一 5 二 
0, 且 点 (一 5,1) 的 对 应 点 为 原点 。 
解 ” 设 所 求 仿 射 变换 的 逆 变 换代 数 表达 式 为 
| > bx 十 bizy 十 bs， 


y = baiz’ 十 by 十 bs。 
由 于 xz 轴 (y 一 0) 的 对 应 直线 为 bx 十 bosy 十 bs 二 0,y 轴 (z= 二 0) 的 对 应 直线 为 buz’ 十 pay 十 
pa 一 0。 而 已 知 > 轴 与 > 轴 的 对 应 直线 方程 分 别 为 xz 一 2y’ 十 1 二 0,2zx’ 一 2y 一 5 二 0。 因 此 
baz 十 bazsy 十 B23 二 0 与 Zz —2y 十 1 二 0 应 表示 同一 条 直线 ,所 以 有 

bz1 Za E bzs 


从 而 有 
y= Rr’ — 2ky’ 十 有 。 
同 理 可 得 


从 而 有 


T= 2lr'—2ly’ 一 57。 
又 因为 点 (一 5,1) 的 对 应 点 为 (0,0) ,所 以 
k=1=1， 
所 求 仿 射 变换 的 道 变换 代数 表达 式 为 
E | 
y= 二 zx 一 2y 十 1， 
解 得 


/ 1 


人 ZX 一 y 十 6， 
7 


为 所 求 的 仿 射 变换 。 | 
例 4 已 知 过 两 点 P (一 1, 一 2),P,(2,3) 的 直线 交 直 线 x 十 3y 一 5 二 0 于 点 P, 求 
(P,P;P) 的 值 。 
解法 1 因为 直线 PP; 的 方程 为 


z+1_ yy 二 2 
立 一 2 3 一 3” 
即 
5z 一 3y 一 1 一 
由 
5Zz 一 3y 一 1 一 0， 
外 
解 得 


即 点 了 坐标 是 (1, 所 ) , 故 


— ZX? 1 一 2 
解法 2 设 点 PP 坐标 是 (z,y) ,(PP:P) 一 1, 则 有 
1 一 工 十 1 y+2 

工 一 2 y—3’ 


解 得 


_ 一 1 一 24 
工 三 1—A ? 
A 
> Pl 
即 点 卫 坐 标 是 (一 -二 ,一 一) ,将 其 坐标 代 人 直线 方程 = 十 3y 一 5 一 0, 解 得 ) 一 一 2, 从 而 有 
CP P,P) = 


2.4 几 种 重要 的 仿 身 变换 


特殊 的 仿 射 变换 在 计算 机 图 形 学 中 有 广泛 的 应 用 ,下 面 来 进一步 讨论 它们 。 从 代数 表 
达 式 (2-1 ) 看 到 , 仿 射 变换 由 非 退 化 矩阵 A 二 (ay) 和 向 量 a 二 (a1 ,azs) 来 决定 。 我 们 已 经 知 
道 ,向 量 a 决定 平移 工 。, 下 面 仅 讨论 由 4 决定 的 齐 次 线性 变换 
TI i 人 11 Uz TT 
pu C=-4()= 人 人)， det A = det(ay) 天 0。 (2-6) 
当 O-zy 是 直角 坐标 系 时 ,在 第 3 章 3.1 节 中 给 出 了 
cosb 一 Sinb0 1 0 
i (i op 和 G | 
的 情况 ,它们 分 别 是 绕 坐 标 系 原 点 O 的 旋转 变换 和 关于 zx 轴 的 镜 射 变换 。 下 面 进一步 讨论 
和 矩阵 4 的 另外 几 种 特殊 情况 。 
(1) 正 交 变 换 : 当 变换 (2-6? 的 和 矩阵 满足 正 交 和 矩阵 的 条 件 , 即 
放 十 a 一 1， 
| 十 az 一 1， 
Cl11412 十 azidzz 一 0 
时 ,变换 (2-6) 是 正 交 变换 ,所 以 正 交 变换 是 特殊 的 仿 射 变换 。 
(2) 比例 变换 (也 叫做 放 缩 变换 ): 当 
基 膏 人 a,b>0 (2-7) 
0 8 
时 ,变换 (2-6) 叫 做 比例 变换 。 
显然 ,在 比例 变换 下 ,z 轴 ,y 轴 均 为 不 动 直 线 , 原 点 O 是 不 动 点 , 异 于 原点 的 每 一 点 沿 
坐标 轴 方 向 按 比例 伸缩 , 故 也 叫做 放 缩 变换 ,如 图 4-11 所 示 。 特 别 地 , 当 a 二 5 时 ,是 位 似 变 
换 , 如 图 4-12 所 示 ,此 时 ,过 原点 的 所 有 直线 都 是 不 动 直线 。 
(3) 相似 变换 : 当 


a 一 好 日 zs 2 
( Aa 让 & 
时 ,变换 (2-6) 叫 做 相似 变换 。 


(axo,byo) 


图 4-11 图 4-12 


(4) 错位 变换 (也 叫做 推移 变换 )， 当 
w= 4 与 5 至 少 有 一 个 不 为 0 (2-8) 


o 1 
时 ,变换 (2-6) 叫 做 错位 变换 。 
当 a 关 0,6 二 0 时 ,该 变换 叫做 沿 z 轴 方 向 的 错 切 。 此 时 ,平行 于 z 轴 的 直线 都 是 不 动 直 

线 , 且 

Mr yo) 一 Mr tayo, yo) = M (zx, yo), 

Plz2,y0) -> P’ (Cxs tt ayo, yo) = PICzyyo)。 
故 x1 一 zi 一 zz 一 Zs 二 ayo。 这 说 明 直 线 y 一 y。 上 的 每 一 点 沿 z 轴 方 向 平移 了 aye ,如 图 4-13 
所 示 , 相 当 于 平面 上 的 点 受 平移 于 z 轴 方 向 ,大 小 与 受 力 点 的 纵 坐 标 成 正比 的 推 才 作用 而 产 
生 的 移动 , 故 又 叫做 推移 。 


图 4-13 


当 a 一 0,65 关 0 时 ,该 变换 叫做 沿 y 轴 方 向 的 错 切 。 
2.5 份 射 性 质 


定义 2.1 图 形 经 过 任何 仿 射 变换 都 不 变 的 性 质 ( 量 ) ,叫做 图 形 的 仿 射 性 质 ( 仿 射 不 
变量 ) 。 


由 前 面 所 述 可 知 , 同 素性 、 结 合 性 .平行 性 都 是 图 形 的 仿 射 性 质 ; 共 线 三 点 的 单 比 是 仿 
射 不 变量 。 由 以 上 仿 射 变换 的 性 质 还 可 以 进一步 得 出 如 下 结论 : 

(1) 两 条 相交 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 两 条 相交 直线 。 

(2) 共 点 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 共 点 直线 。 

(3) 两 条 平行 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 两 条 平行 直线 。 

(4) 两 条 平行 线段 之 比 经 过 仿 射 变换 后 仍 保持 不 变 ,一 条 直线 上 任意 两 线段 之 比 经 过 
仿 射 变换 后 仍 保持 不 变 。 


(5) 两 个 三 角形 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 。 
证 明 设 人 P， BP 的 三 个 顶点 P,(zxi, yi) (i=1 ;2,3) 经 仿 射 变换 
| 一 Cl11 工 十 algy 十 als， 


Cl11 adil2 


天 0 


4 
yy》 二 aaTt 十 Qaz2Yy 十 CQG23 人 红 21 G22 


分 别 变 成 Pi (zf,y) (i 二 1,2,3), 则 


Sep P,Ps 一 9 


ro| 一 


/7 / 
1 Ji 


” ’ 
TXT? YY? 


| 一 


1 
1 
Za 3 1 
1 
1 
1 


xs 3 
all2Z1 十 al2y1 十 al aoiZl 十 co? 和 1 十 ax 1 
all7Zs 十 alays 十 as aszizs 十 azzyz 十 Qza 1 
G11T3 十 alzys 十 Ci aoZsa 十 azzys azs 1 


一 | aaass 一 aleazl | Sap, P,P, ’ 


即 
Sap 一 | aas 一 azasl | SAp, PPi o 
故 
SaApgr 
i 二 | aaaz 一 awaz | 一 常数 。 
AP Py Ps 


由 上 面 的 结论 可 进一步 得 出 任意 两 个 多 边 形 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 ; 任意 两 个 封闭 曲 
线 所 围 成 的 图 形 面 积 之 比 也 是 仿 射 不 变量 。 


练 习 4 


1. 在 仿 射 变换 下 ,下 列 图 形 的 对 应 图 形 是 什么 ? 
(1) 等 腰 直 角 三 角形 ; 《2) 直角 梯形 ; 


(3) 葵 形 ， 《4》 正 方形 ; 

(5) 正六 边 形 。 

2. 下 列 性 质 中 哪些 是 仿 射 性 质 ? 哪些 不 是 ? 请 说 明理 由 。 

(1) 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 共 点 ; (2) 四 边 形 内 接 于 圆 ; 

(3) 三 角形 的 三 条 中 线 共 点 ， (4) 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ; 

(5) 线段 中 垂 线 上 的 点 到 这 条 线段 的 两 个 端点 的 距离 相等 。 

3. 已 知 过 点 A(6,1) 和 B( 一 3,2) 的 直线 交 直 线 zx 十 3y 一 6=0 于 点 卫 , 求 (ABP) 的 值 。 
4. 已 知 过 点 Pi(z;,yi) (i 二 1,2) 的 直线 PiP 交 直 线 Az 十 By 十 C 一 0 于 点 P。 求 证 : 


_ Azxi 二 Byi 十 C 
人 
z=y’ = 
5. 知 念 对 变换 | , 
y=zx 十 y 一 1。 


(1) 求 点 A( 一 1,3) ,B( 一 2,3) 在 新 坐标 系 下 的 坐标 ; 

(2) 求 向 量 w==( 一 3,2) ,wv 一 (2, 一 2) 在 新 坐标 系 下 的 坐标 ; 

(3) 点 C 的 新 坐标 为 (5,3) , 求 它 在 原 坐 标 系 下 的 坐标 ; 

(4) 求 直线 2z 十 y 十 2 二 0 在 新 坐标 系 下 的 方程 。 

6. 求 将 点 0C0,0),A(1,0),，BC0,1) 分 别 变 为 点 O (1,1),A'(3,1),，B'C(3,2) 的 仿 射 

7. 求 一 仿 射 变换 ,使 > 轴 ,y 轴 的 像 分 别 为 直线 z“ 一 y 一 1 一 0,z' 十 y' 十 1 二 0, 且 点 (1， 
1) 的 像 点 是 原点 。 

8. 求 一 仿 射 变换 , 它 使 直线 x 十 2y 一 1==0 的 每 个 点 都 不 变 , 且 使 点 (1, 一 1) 变 为 点 
(一 1,2) 。 

9. 求 下 列 仿 射 变换 的 不 动 点 : 


Zz =4z 十 5y 一 11， X=47z—y—5, 
(1) | (2) | 
y 一 2z 十 47 一 7; y 一 2z 十 3y 十 2 。 
Z' 一 7z 一 y 十 1， 
10. 信和 变换 | 的 不 动 点 和 不 动 直线 。 
y 一 4z 十 2 十 4 


11. 证 明 : 在 仿 射 变换 下 ,两 个 不 动 点 的 连 线 上 的 任何 点 都 是 不 动 点 。 

12. 用 仿 射 变换 证 明 任意 三 角形 三 条 中 线 所 分 成 的 六 个 三 角形 的 面积 相等 。 

13. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 中 ,点 五 ,下 分 别 在 边 4AB ,BC 上 , 且 EF//AC, 用 仿 射 变换 
证 明 SAAED 一 SAcpF。 

14. 设 点 下 ,G, 互 ,K 分 别 为 凸 五 边 形 ABCDE 的 四 条 边 AB,BC,CD,DE 的 中 点 ,点 


M,N 分 别 是 FH,GK 的 中 点 。 求 证; (MN// AE; (2)MN 一 了 AE。 


从 仿 射 平面 到 射影 平面 


1 扩大 的 仿 射 平 面 
本 节 从 中 心 射影 人手 引进 无 穷 远 元 素 , 拓 广 欧 氏 平面 ,为 射影 几何 的 建立 打下 基础 。 
1.1 中 心身 影 和 无 穷 远 元 素 


设 平面 上 两 条 相交 直线 1,1” 和 不 在 此 两 条 直线 上 的 一 点 O 〇 ,如 图 5-1 所 示 , 又 设 点 书 
为 直线 ! 上 的 任意 一 点 , 若 直 线 OP 交 直 线 1 于 点 P', 则 可 给 出 如 下 定义 。 

定义 1.1 将 点 PP 叫做 点 P 从 OO 投影 到 直线 1 
上 的 中 心 射 影 ,点 O 叫做 射影 中 心 , 简称 射 心 , 从 射 
心 O 引 出 的 直线 OP 叫做 投影 线 。 

中 心 射影 被 两 直线 1,1 和 射影 中 心 O 所 唯一 确 
定 , 取 不 同 的 射 心 ,就 可 以 得 到 不 同 的 中 心 射影 。 而 
且 点 PP 也 是 点 P' 在 直线 /上 的 以 O 为 射 心 的 中 心 射 
影 下 的 对 应 点 。 若 直线 /与 直线 1/ 交 于 点 和 A, 则 点 委 
是 自 对 应 点 ,如 图 5-1 所 示 。 

在 图 5-1 的 中 心 射影 下 ,如 果 直 线 ! 上 的 点 M, 使 得 OM/Y, 则 点 M 在 直线 上 上 的 对 
应 点 M“ 就 不 存在 ; 同样 直线 :上 有 一 点 N’, 使 得 ON’ /1, 则 点 N' 在 直线 ! 上 的 对 应 点 N 
也 不 存在 。 我 们 将 点 M,N’ 分 别 叫做 直线 1 和 纪 上 的 影 消 点 。 故 在 该 平面 上 ,中 心 射 影 不 能 
建立 两 条 直线 上 点 之 间 的 一 一 对 应 。 

同 理 , 我 们 可 以 定义 空间 中 两 个 平面 上 点 之 间 的 中 心 射影 。 


5-1 


竹 


如 图 5-2 所 示 ,我 们 设 x 与 r 是 两 个 相交 平面 ,点 S 是 不 在 平面 x 和 x 上 的 一 定点 , 取 
作 射 影 中 心 。 对 x* 上 任意 点 A, 作 直 线 SA 交 平 面 x 于 点 4 , 则 可 给 出 如 下 定义 。 


5-2 


定义 1.2 将 点 A’ 叫做 点 A 投射 到 平面 rz 上 的 中 心 射 影 , 从 中 心 S 引出 的 直线 SA 叫 
做 投射 线 。 
如 图 5-3 所 示 , 若 平面 x 与 相交 于 直线 <, 则 0 


直线 a 叫做 自 对 应 线 ,其 上 的 每 一 点 都 是 自 对 应 点 。 (Ty 
在 图 5-3 中 ,经 点 O 作 平面 a /x 交 平面 x 于 直线 am 


m, 则 直线 m 上 的 每 一 点 都 是 影 消 点 ,我 们 把 直线 mm 
叫做 影 消 线 ; 在 平面 x 也 有 一 条 直线 n 是 影 消 线 。 
故 平面 x 上 的 点 与 的 上 点 之 间 的 中 心 射 影 也 不 能 
建立 一 一 对 应 。 

由 前 面 两 条 直线 、 两 个 平面 上 点 之 间 的 中 心身 且 二 
影 的 定义 可 知 ,中 心 射影 具有 如 下 人 性质 (以 图 5-2 为 
例 ) : 

(1) 将 点 变 成 点 ,例如 A 一 A'’,B>B'( 二 B) ,CC’， 

(2) 将 直线 变 成 直线 ,例如 &>& 。 

(3) 保持 点 与 直线 的 结合 关系 ,例如 将 直线 & 上 的 三 点 A，B,C 分 别 变 成 直线 关上 的 三 
点 A’,B’,C’。 

由 前 面 的 讨论 知 中 心 射影 不 能 成 为 一 一 对 应 ,其 根源 在 于 平行 直线 没有 交点 ,平行 平面 
没有 交 线 。 因 此 ,为 了 使 得 中 心 射影 成 为 一 一 对 应 ,必须 让 平行 直线 交 于 一 个 点 ,不 妨 就 叫 
做 理想 点 ,也 必须 让 平行 平面 交 于 一 条 直线 ,不 妨 叫 做 理想 线 。 这 样 ,在 平面 上 就 引进 了 理 
想 点 和 理想 线 , 从 而 把 平面 进行 了 拓 广 。 


如 图 5-1, 由 于 两 平行 线 m 和 在 平面 上 没有 交点 ,但 直观 上 ,由 于 两 相交 直线 逐渐 趋 
于 平行 时 ,它们 的 交点 逐渐 离开 有 限 的 地 方 , 因 此 合理 地 认为 平行 直线 交 在 无 穷 远 处 ,故我 
们 可 以 把 这 个 理想 点 叫做 无 穷 远 点 ; 同 理 , 如 图 5-3 ,平行 平面 和 x 在 空间 没有 交 线 ,但 直 
观 上 ,由 于 两 相交 平面 逐渐 趋 于 平行 时 ,它们 的 交 线 逐渐 离开 有 限 的 地 方 ,因此 合理 地 认为 
两 平行 平面 交 在 无 穷 远 处 ,故我 们 可 以 把 这 条 理想 线 叫 做 无 穷 远 直线 。 当 我 们 引进 无 穷 远 
点 和 无 穷 远 直线 后 ,就 解决 了 前 两 种 中 心 射 影 不 是 一 一 对 应 的 矛盾 。 

为 了 与 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 相 区 别 , 我 们 把 原来 欧 氏 平面 上 的 点 叫做 非 无 穷 远 点 或 
普通 点 ,原来 欧 氏 平面 上 的 直线 叫做 非 无 穷 远 直 线 或 普通 直线 。 

我 们 已 经 约定 两 平行 直线 交 于 一 无 穷 远 点 ,如 图 5-4 p 
所 示 , 给 出 直线 ! 及 直线 ! 外 一 普通 点 卫 , 过 也 平行 于 1 的 
直线 / 交 ! 于 无 穷 远 点 工 - 。 |. 

为 了 使 得 中 心 射影 成 为 一 一 对 应 ,我 们 必须 引进 一 种 
”新 元 素 一 一 无 穷 远 元 素 ,将 网 氏 平 面 加 以 拓展 。 对 于 我 们 ng 
引进 的 这 种 新 元 素 ;作出 如 下 约定 : 

(1) 在 平面 上 对 于 任何 一 组 平行 线 引 和 唯一 一 点 叫做 无 穷 远 点 ,此 点 在 组 中 每 一 条 直 
线 上 而 不 在 此 组 之 外 的 任何 直线 上 。 

由 此 可 以 证 明 空间 中 的 一 组 平行 线 只 有 一 个 公共 点 (这 组 直线 上 的 无 穷 远 点 ) , 即 平行 
直线 相交 于 无 穷 远 点 。 

还 可 以 证 明 一 条 直线 与 它 平行 平面 相交 于 一 个 无 穷 远 点 。 

无 穷 远 点 是 二 维 空间 中 平行 直线 的 交点 。 

一 个 平面 上 的 直线 有 无 穷 多 条 ,所 以 平面 上 的 无 穷 远 点 也 有 无 穷 多 个 ,由 于 每 条 直线 上 
只 有 一 个 无 穷 远 点 ,所 以 平面 上 无 穷 远 点 的 轨迹 应 该 与 此 平面 上 每 一 条 直线 只 有 一 个 交点 ， 
因此 我 们 约定 : 

(2) 一 个 平面 上 一 切 无 穷 远 点 的 集合 组 成 一 条 直线 叫做 无 穷 远 直线 ,无 穷 远 直线 记 为 1 。 

无 穷 远 直线 实际 上 是 三 维 空间 中 平行 平面 的 交 线 。 

空间 中 有 无 穷 多 个 方向 ,因此 有 无 穷 多 个 无 穷 远 点 ,这 些 无 穷 远 点 的 轨迹 与 每 个 平面 既 
然 相交 于 一 条 无 穷 远 直线 ,因此 我 们 约定 ， 

(3) 空间 中 一 切 无 穷 远 点 的 集合 组 成 一 个 平面 叫做 无 穷 远 平面 ,无 穷 远 平面 记 为 x 。 
为 了 区 别 起 见 , 把 原来 欧 氏 空间 中 原 有 的 平面 叫做 非 无 穷 远 平面 或 普通 平面 。 另 外 ,约定 ， 

(4) 无 穷 远 点 ,无穷 远 直 线 和 无 穷 远 平面 统称 为 无 穷 远 元 素 。 


1.2 射影 直线 和 射影 平面 以 及 它们 的 性 质 


定义 1.3 在 欧 氏 直线 上 添加 了 一 个 无 穷 远 点 后 ,得 到 了 -条 新 的 直线 ,我 们 把 它 叫做 
仿 射 直线 。 


闻 样 地 ,将 此 概念 加 以 推广 可 得 到 仿 射 平 面 的 概念 。 

定义 1.4 在 欧 氏 平面 上 添加 了 一 条 无 穷 远 直线 后 ,得 到 了 一 个 新 的 平面 ,我 们 把 它 叫 
做 仿 射 平面 。 

在 前 面 通过 引进 无 穷 远 元 素 ,把 欧 氏 直线 和 欧 氏 平面 进行 了 拓 广 ,得 到 了 仿 射 直线 和 仿 
射 平面 。 另 一 方面 ,通过 引进 无 穷 远 元 素 , 使 得 中 心 射影 成 为 了 一 一 对 应 ,从 而 使 以 中 心 射 
影 为 基础 的 射影 几何 的 建立 成 为 可 能 。 而 在 中 心 射影 下 ,无 穷 远 元 素 是 作为 普通 元 素 的 像 
或 原 像 出 现 的 ,因此 ,无穷 远 元 素 应 当 与 普通 元 素 处 于 完全 同等 的 地 位 ,也 就 是 说 ,将 无 穷 远 
元 素 与 普通 元 素 是 一 视 同 仁 、 平 等 看 待 而 不 加 区 别 的 ,这 样 我 们 就 把 仿 射 直线 和 仿 射 平面 进 
行 了 完备 处 理 ,得 到 了 扩大 的 仿 射 直 线 和 扩大 的 仿 射 平面 ,对 此 ,我 们 给 出 下 面 的 定义 。 

定义 1.5 ”如果 把 仿 射 直线 上 的 无 穷 远 点 与 普通 点 平等 看 待 而 不 加 区 别 , 那 么 这 条 直 
线 叫 做 射影 直线 。 

同样 地 ,将 此 概念 加 以 推广 可 得 到 射影 平面 的 概念 。 

定义 1.6 如 果 把 仿 射 平面 上 的 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素平 等 看 待 而 不 加 区 别 ,那么 这 
个 平面 叫做 射影 平面 。 

射影 平面 上 的 点 叫做 射影 点 。 射 影 点 .射影 直线 和 射影 平面 都 是 射影 几何 的 基本 元 素 。 
以 下 为 了 方便 并 不 致 于 发 生 混淆 的 条 件 下 ,把 射影 点 .射影 直线 和 射影 平面 分 别 简称 为 点 、 
直线 和 平面 。 

由 于 无 穷 远 元 素 与 普通 元 素平 等 ,使 得 在 射影 平面 上 ,有 关 直 线 的 结论 除 与 欧 氏 平面 和 
仿 射 平面 同样 具有 “两 点 决定 唯一 直线 ”外 ,还 有 下 面 两 条 特殊 的 基本 性 质 ， 

(1) 在 射影 平面 上 ,直线 是 “封闭 ”的 。 

(2) 在 射影 平面 上 ,任意 两 条 不 同 直线 有 且 仅 有 一 个 交点 。 

性 质 (1) 告 诉 我 们 ,在 射影 直线 上 ,一 点 不 能 将 直线 分 成 两 部 分 ,两 点 不 能 决定 唯一 线 
段 : 直线 上 三 点 ,不 能 说 哪 一 点 介 于 另外 两 点 之 间 ,通常 的 顺序 关系 无 意义 ,如 图 5-5 所 示 。 
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性 质 (2) 告 诉 我 们 ,射影 平面 上 任何 两 条 直线 均 相交 ,无 平行 概念 。 由 于 这 些 特性 ,在 射 
影 平面 上 还 有 一 些 与 网 氏 平面 和 仿 射 平面 上 的 常识 不 一 致 的 “奇怪 ”现象 。 

我 们 知道 ,在 欧 氏 平面 和 仿 射 平面 上 的 一 条 直线 都 可 将 该 平面 划分 成 两 个 区 域 ,如 
图 5-6(a) 所 示 。 这 是 因为 不 同 区 域内 的 点 A 和 B 不 能 用 不 与 上 相交 的 线段 连接 起 来 。 但 
是 一 条 射影 直线 却 不 能 将 射影 平面 划分 成 两 个 区 域 。 图 5-6(b) 表示 射影 平面 上 A,B 两 点 
属于 同一 区 域 。 实 际 上 , 若 “ 线 段 ”AB 交 射 影 直 线 & 于 点 C , 则 直线 AB 不 能 与 & 有 另外 的 


交点 。 但 由 于 封闭 性 ,从 点 A 经 添加 的 无 穷 远 点 与 点 B 相连 的 “线段 "不 与 相交 ,所 以 两 
点 4,B 属于 同一 区 域 。 


(a) (b) 
图 5-6 


在 欧 氏 平面 和 仿 射 平面 上 两 条 不 同 直线 或 将 平面 划分 成 三 个 区 域 ,或 将 平面 划分 成 四 
个 区 域 ,如 图 5-7 所 示 。 但 是 ,在 射影 平面 上 两 条 不 同 直 线 只 能 将 该 射影 平面 划分 成 两 个 区 
域 ,如 图 5-8 所 示 。 


I 
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1.3 射影 平面 的 拓扑 模型 


为 了 帮助 理解 射影 平面 的 直观 形象 , 下面 我 们 给 出 一 个 欧 氏 空间 中 射影 平面 的 模型 。 

如 图 5-9(a) 所 示 ，, 在 三 维 欧 氏 空间 中 , 设 给 出 一 个 以 点 O 为 球 心 的 半 张 球面 ,把 球 大 圆 
C 上 的 每 一 条 直径 的 两 个 端点 看 成 一 个 无 穷 远 点 ,半球 面 上 的 其 他 点 看 为 普通 点 。 大 圆 为 
射影 平面 上 的 无 穷 远 直线 ,半球 面 上 的 半 大 圆 弧 为 普通 直线 ,相交 于 同一 点 的 半 大 圆 弧 就 是 
平行 直线 。 

通过 拓扑 模型 ,我 们 容易 理解 射影 平面 的 一 个 特性 一 一 单 向 性 。 设 想 有 一 个 人 在 球面 
的 向 外 一 面 走 到 点 C 处 (图 5-9(b)) ,他 看 见 点 A 在 它 的 左 侧 ,点 B 在 它 的 右 侧 。 但 实际 
上 ,三 点 A,B,C 也 是 三 点 A ,B ,C ,而 人 在 点 C' 却 看 见 A' 在 他 的 右 侧 ,B' 在 他 的 左 侧 ， 
这 就 是 说 ,他 已 经 站 在 球面 面 内 的 一 侧 了 。 换 句 话说 ,此 人 从 球 的 面 外 一 侧 走 到 边缘 时 , 正 
好 也 走 人 面 内 一 侧 ,这 就 是 射影 平面 的 单 向 性 。 


我 们 利用 默 比 乌 斯 带 理解 曲面 的 单 向 性 , 它 是 射影 平面 的 一 部 分 ,如 图 5-10, 把 长 方形 
带 ABA'B' 扭 转 , 使 得 点 A 与 点 A“ 黏合 ,点 B 与 点 B' 狐 合 就 得 到 一 个 默 比 乌 斯 带 。 从 带 
上 的 任意 一 点 PP 出 发 ,平行 于 边界 移动 ,不 越过 边界 就 能 移 到 该 点 所 在 带子 的 背面 ,因此 它 
为 单 侧 曲面 。 


| 


(a) 
图 5-10 


1.4 图 形 的 射影 性 质 


引进 无 穷 远 元 素 以 后 , 便 可 以 通过 中 心 射影 建立 平面 上 两 直线 上 点 之 间 的 一 一 对 应 ,这 
种 一 一 对 应 叫做 透视 对 应 。 同 样 ,也 可 以 通过 中 心 射影 建立 两 平面 上 点 之 间 的 一 一 对 应 ,也 
叫做 透视 对 应 。 

定义 1.7 经 过 中 心 射影 (透视 对 应 ) 后 图 形 的 不 变性 质 ( 量 ) 叫 做 图 形 的 射影 性 质 ( 不 
变量 )。 

容易 证 明 , 同 素性 、 结 合 性 都 是 射影 性 质 。 

例 1 证 明 : (1) 相 交 于 影 消 线 的 两 条 直线 经 中 心 射影 后 必 成 为 平行 直线 ; (2) 单 比 不 
是 射影 不 变量 。 

证 明 〈1) 如 图 5-11 所 示 , 设 平面 x 上 两 直线 ,1 相交 于 影 消 线 ms 上 一 点 忆 , 经 以 点 
OO 为 中 心 的 中 心 射影 后 ,4 与 ; 的 对 应 直线 分 别 为 /与 1/;。 由 于 中 心 射影 保持 结合 性 不 
变 , 所 以 点 P 的 对 应 点 是 1 和 交点 , 即 点 P%。 由 于 人 与 以 相交 于 无 穷 远 点 ,所 以 
/MS 

(2) 如 图 5-12, 设 三 条 直线 a,6,c 交 于 点 O, 直 线 c 平 分 人 Ca,6)。 直 线 1 和 /2 分 别 交 三 
条 直线 于 点 A,B,C 和 点 A’,B',C ,并 使 |AO| 达 |BO| 且 |A‘O| 汪 18'O|, 于 是 , 单 比 


Sr 


图 5-11 
_AC_AO pr ~ AC _AO 
(ABC) = BC = BO’ (ABC) BE ~ BO* 
所 以 
| (ABC) | 一 1， | (CAB'C) |>1, 
故 单 比 不 是 射影 不 变量 。 


定义 1.8 一 条 直线 1 上 所 有 点 A,B,C,… 的 集合 叫做 点 列 , 此 直线 ! 叫做 点 列 的 底 ， 
记 为 A,B,C,…)。 : 

定义 1.9 一 个 平面 上 通过 一 点 O 的 所 有 直线 a ,5,c,… 的 集合 叫做 线束 ,此 点 O 叫做 
线束 的 中 心 , 记 为 Ola,b,c,…)。 

我 们 通常 把 点 列 与 线 东 统称 为 一 维基 本 形 ,其 中 点 列 可 叫做 第 一 基本 形 ,线束 叫做 第 二 
基本 形 。 . 

显然 ,点 列 与 线束 都 是 射影 不 变 图 形 ,但 是 平行 四 边 形 ,二 直线 的 垂直 性 等 都 不 是 射影 
不 变 的 。 . 


2 章 次 仿 射 坐标 


从 解析 上 讲 , 在 欧 氏 直线 上 ,建立 坐标 系 ( 即 数 轴 ) 后 , 便 有 了 点 与 实数 之 间 的 一 一 对 应 ， 
在 直线 上 添加 无 穷 远 元 素 , 解 决 了 中 心 射影 不 一 一 对 应 的 矛盾 ,但 文 出 现 了 新 的 矛盾 , 在 解 
析 上 ,如 何 用 实数 来 表示 无 穷 远 元 素 呢 ? 既然 无 穷 远 点 是 作为 两 条 平行 直线 的 “交点 ”而 引 
进 的 , 故 为 给 无 穷 远 点 以 坐标 ,就 应 当 研 究 两 条 直线 交点 的 坐标 。 
设 在 仿 射 平面 上 ,有 两 条 直线 & 与 &&, 且 它们 的 方程 分 别 为 
&:Azt+Biy+C=0 与 &; Asz+ By+C 一 0。 
联 立 这 两 个 直线 方程 , 解 得 


B CG C A， 

B, cC， C, A, g 
y = 网 2-1) 
TA Bi yy TA B; 

A B; A， B， 


隆 0, (x,y) 就 被 完全 确定 , 且 它 表示 直线 


Ai， B, 
显然 , 当 直 线 扣 与 名 不 平行 时 , 即 当 | 


一 0, 由 于 零 不 能 作 除 数 , 故 式 (2-1) 中 


A 1 
S 与 & 的 交点 ; 当 直 线 & 与 名 平行 时 , 即 当 | 及 


的 z,y 均 不 存在 。 但 是 按照 新 的 观点 ,我 们 认为 直线 & 与 & 交 于 无 穷 远 点 。 问 题 是 如 何 
引入 一 种 新 的 坐标 表示 法 ,使 得 每 一 个 无 穷 远 点 有 完全 确定 的 坐标 。 为 此 ,进一步 讨论 
式 (2-1)。 

当 直 线 & 与 & 不 平行 时 ,将 式 (2-1) 改 写成 


B! CO Cl A A! Bi 
Z33y3 1 一 B, el C, A NB = X11: XT! To (2-2) 
这 就 是 说 ,可 以 用 满足 关系 
二 一 
3 Ta 
的 有 序数 组 (zi ,zzs,zs) 来 表达 直线 & 与 名 的 交点 (z,y)。 这 种 表示 法 看 来 很 麻烦 ,但 它 可 
A! DB， 


以 合理 地 表达 直线 & 与 名 平行 时 所 交 的 “无 穷 远 点 ”的 坐标 。 实 际 上 , 当 一 0 时 ， 


参照 式 (2-2) ,我 们 写 出 其 “无 穷 远 交点 ”的 坐标 应 当 满 足 


A; B, 


B! CC Ci A 
: :0= ZX! rx: :0。 
B; Cz C» A: 
换 句 话说 ,我 们 用 
( 全 
Xl»T29 [a B, CG, 7 O C， A， 9 0 天 


来 表示 平行 直线 & 与 名 的 交点 坐标 , 即 无 穷 远 点 的 坐标 。 
利用 如 上 做 法 ,我 们 给 出 了 无 穷 远 点 的 坐标 ,这 种 坐标 就 是 下 面 要 定义 的 齐 次 仿 射 
坐标 。 


2.1 点 的 齐 次 仿 射 坐标 


为 了 刻画 无 穷 远 点 的 坐标 ,我 们 现在 定义 齐 次 仿 射 坐标 ,并 利用 齐 次 仿 射 坐标 定义 无 穷 


定义 2.1 设 欧 氏 直线 上 普通 点 P 的 坐标 为 =, 则 由 适合 + 二 二 的 两 个 数 = ,zz 组 成 的 


有 序数 组 (zi ,xz2)( 其 中 zs 和 0) 叫 做 点 已 的 一 维 齐 次 仿 射 坐标 , 记 为 PC(zi zs) 而 把 工 叫做 
点 卫 的 非 齐 次 仿 射 坐标 。 当 zs 一 0 时 , 即 (zl,0)( 其 中 zi 天 0) 或 (1,0) 规 定 为 这 条 直线 上 的 
无 穷 远 点 的 一 维 齐 次 仿 射 坐标 。 

由 定义 可 知 : 

(1) 不 同时 为 0 的 两 个 数 x ,zs 在 轴 上 唯一 确定 一 点 PCz ,zz); 而 (0,0) 不 决定 一 个 点 ， 

(2) 如 果 p 隆 0, 那 么 《pz ,ozs ) 与 (zl ,zs) 表 示 轴 上 同一 点 ; 


(3) 如 果 王 天 0, 那 么 (zi zz) 决定 轴 上 的 一 个 普通 点 , 它 的 非 齐 次 仿 射 坐标 为 壮 


(4) 如 果 zi 关 0,zz 一 0, 那 么 (x1 ,0) 或 (1,0) 规 定 为 轴 上 的 无 穷 远 点 ,无 穷 远 点 没有 非 齐 
次 仿 射 坐标 。 


定义 2.2 设 欧 氏 平 面 上 普通 点 了 的 笛 卡 儿 坐 标 为 (z,?), 则 由 适合 x 一 全 ,y 一 于 的 三 


个 数 = ,zz ,zx 组 成 的 有 序数 组 (zi ,zyzs)( 其 中 xz; 隆 0) 叫 做 点 P 的 二 维 齐 次 仿 射 坐标 , 记 
为 PCzizzyzs), 而 把 (zyy) 叫 做 点 己 的 二 维 非 齐 次 仿 射 坐标 。 

当 zs 一 0 时 , 即 (zi ,zz,0)( 其 中 zyzs 不 同时 为 0) 规定 为 平面 上 的 无 穷 远 点 的 二 维 齐 
次 仿 射 坐标 。 

由 定义 可 知 : . 

(1) 不 同时 为 0 的 三 个 数 mm ,zs ,zs 在 平面 上 唯一 确定 一 点 P(zi ,zs ,zs); 而 (0,0,0) 
不 决定 一 个 点 

(2) 如 果 o 和 0, 那么 (ozl ,pzra yozs) 与 (zlyzayzs) 表 示 平 面 上 的 同一 点 ; 


(3) 如 果 zs 关 0, 那 么 (za ,zs，z,) 是 非 齐 次 仿 射 坐标 为 (x 一 开 ,y= 于 ) 的 普通 点 的 齐 次 


仿 射 坐标 ; 

(4) 如 果 zs 二 0, 且 zi,zs 不 同时 为 0, 那么 (zi ,zz ,0) 规 定 为 平面 上 的 无 穷 远 点 的 二 维 
齐 次 仿 射 坐标 ,无 穷 远 点 没有 二 维 非 齐 次 仿 射 坐标 。 

例如 , 非 齐 次 仿 射 坐标 为 (2,3) 的 点 的 齐 次 仿 射 坐标 可 以 写成 (2,3,1), (一 4, 一 6, 一 2)， 
《2p,3p,p) lp 关 0) 等 ,但 通常 写 最 简单 的 一 个 , 即 以 (2,3,1) 作 为 代表 。 齐 次 仿 射 坐标 为 (2， 
3,0)(0,1,0)(1,0,0) 的 点 都 是 无 穷 远 点 。 再 比如 , (1,0,0) 表 示 xz 轴 上 的 无 穷 远 点 , (0,1， 
0) 表 示 y 轴 上 的 无 穷 远 点 ,而 (0,0,0) 不 代表 任何 点 。 


2.2 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 


在 网 氏 平面 和 仿 射 平面 上 ,直线 的 一 般 方程 都 是 Az 十 By 十 C=0 的 形式 ,但 是 在 射影 
平面 中 ,每 一 条 直线 上 都 有 一 个 无 穷 远 点 ,该 直线 的 方程 如 何 表 示 呢 ? 下 面 借助 点 的 齐 次 仿 


射 坐标 表示 ,研究 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程。 
我 们 知道 ,在 仿 射 坐标 系 下 ,直线 的 一 般 方程 是 Az 十 By 十 C 一 0。 用 齐 次 仿 射 坐标 表 


达 ,即将 = 一 全,y 一 世代 人, 并 用 zs 乘 之 得 Azi 十 Bzs 十 Czs 一 0。 去 挤 二 天 0 的 限制 ,即将 


无 雳 远 点 洽 加 进去 , 划 得 到 直线 的 齐 次 伪 射 坐标 方程 是 
4zl 十 Bzs 十 Cr 二 0， A,B,C 不 全 为 0。 
此 式 表明 ,使 用 齐 次 仿 射 坐标 后 ,直线 方程 成 为 “ 齐 一 次 ”方程 ,这 就 是 “ 齐 次 坐标 ”名称 的 
由 来 。 
定理 2.1 设 一 直线 的 非 齐 次 仿 射 坐 标 方 程 为 - 
Azr+By+C=0,，A’++B? 关 0， 


则 此 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 
Arzri 十 Bx; 十 Crs = 0， A 二 +B? 关 0。 (2-3) 
特别 地 ,过 原点 的 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 


. Azri 十 Br, = 0。 

下 面 讨论 对 于 平面 上 无 穷 远 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 。 

由 于 平面 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 都 满足 xs 二 0; 反之 , 齐 次 仿 射 坐标 满足 xz; 二 0 
的 点 都 是 无 穷 远 点 。 即 zx 二 0 反映 了 平面 上 无 穷 远 点 的 集合 的 特征 ,是 它 也 是 齐 一 次 方程 。 
因此 ,我 们 说 ,平面 上 无 穷 远 点 的 集合 是 方程 为 x; ==0 的 无 穷 远 直线 。 

定理 2.2 无 穷 远 直线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 

Xs 一 0。 (2-4) 
注 无 穷 远 直线 没有 非 齐 次 仿 射 坐 标 方程 。 | 
现在 考察 任意 直线 上 的 无 穷 远 点 的 坐标 。 为 此 联 立 方程 (2-3) 与 方程 (2-4) 得 
人 十 Bzs Cr: 一 0， 


Za 一 0。 
解 方程 组 ,得 到 直线 (2-3) 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 (B, 一 4,0)， 

通过 以 上 研究 ,可 得 以 下 几 点 结论 ， 

(1) 每 一 条 普通 直线 上 有 且 仅 有 一 个 无 穷 远 点 ， 

(2) 平行 直线 有 同一 无 穷 远 点 ; . 

(3) 不 平行 直线 有 不 同 无 穷 远 点 ; 

(4) 两 点 决定 一 直线 。 车 其 中 至 少 有 一 点 是 普通 点 ， 则 决定 普通 直线 ; 若 两 点 均 为 无 
穷 远 点 , 则 决定 无 穷 远 直线 。 

例 1 《1) 求 出 普通 点 (3,4),(0, 一 2),(3,0),(0,0) 的 齐 次 仿 射 坐标 ; 

(2) 求 出 直线 3 一 y 十 2 二 0,3zi 十 2zs 一 zs 一 0 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 。 

解 (1) 普通 点 (3,4)(0, 一 2)(3,0)(0,0) 的 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 ” 

(3,4,1),(0, — 2,1)(3,0,1),(0,0,1), 


《2) 3z 一 ?十 2 一 0 上 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 (1,3,0) ,直线 3zi 十 2zs 一 zs 一 0 上 无 
穷 远 点 的 华 标 为 (1 ,一 这 ,0 ) 或 (2, 一 3,0)。 

例 2 三 点 4A(ai saz ,43) ,BOD ,D2 ,bs) ,Ce ?3C2 ,cs) 共 线 的 充 要 条 件 是 它们 的 齐 次 仿 射 
坐标 满足 


5 5 bl=0. (2-5) 
Cl C2 Ga 
证 明 车 三 点 中 至 少 有 两 点 相同 ,条 件 是 显然 的 。 不同 三 点 A, B,C 共 线 的 充 要 条 件 
是 存在 直线 &: 31Z1 十 yzzz 十 yazs 一 0, 且 D192 不 全 为 零 ,使 得 三 点 的 坐标 均 满足 此 方 
程 , 即 关于 y, ,yy ,ys 的 齐 次 线性 方程 组 
| 十 azyz 十 asys 一 0， 


biy1i bzyzt bsys = 0, 
cl 十 czay 十 co 一 0 
有 非 零 解 ,而 这 正好 等 价 于 条 件 (2-5) 。， 
例 3 求 由 点 A(2,3, 一 1D) 和 点 B(1,4,0) 所 决定 的 直线 方程 。 
解 ” 设 由 两 点 人 4, 了 3 所 决定 的 直线 上 的 动 点 为 P(z ,za ,zs), 显 然 三 点 P,A,B 共 线 , 则 
由 例 2 有 


2 3 一 二 = 0， 
8 1 4 0 
整理 得 所 求 直 线 的 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 


4zi1 一 Zz 十 5zs 一 0。 
. 设 点 A 与 点 B 的 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 (el ,ar ,as) ,C5 ,bs ,bs), 则 直线 AB 的 坐标 式 方 
程 为 
XI Xs Za 
a ar as|= 0,。 (2-6) 
b! 6b: bs 
在 等 式 (2-6) 中 , 左 端 第 一 行 可 以 写成 第 二 .三 行 的 线性 组 合 , 即 
上 = M1 pbi, 


Za 一 Mas + pbs, (2-7) 
Xs 一 Aas 二 pbs 9 
其 中 APER , 且 不 全 为 0。 把 方程 组 (2-7) 叫 做 该 直线 的 参数 式 方程 ,4,1 是 参数 。 


2.3 弃 次 仿 射 线 坐 标 


平面 上 的 点 采用 齐 次 仿 射 坐标 后 ,直线 的 方程 为 
Uz1 二 uzzz 十 zszs 一 0， (2-8) 

其 中 (zi ,zs ,zs) 是 直线 上 任 一 点 的 流动 坐标 ,该 直线 由 它 的 系数 wu ,ws ,us 决定 , 且 与 方程 
puiZz1 十 puUuzzz 十 pusaxs 二 0(p 关 0) 表 示 同 一 条 直线 。 

定义 2.3 一 直线 的 齐 次 仿 射 点 坐标 方程 中 wizi 十 wzxz 十 usxs 二 0 的 3 个 系数 ,wz， 
as 组 成 的 有 序数 组 [zw ,ws ,ws ] 叫 做 该 直线 的 齐 次 仿 射线 坐标 。 

显然 , [er 9 012 ,ovsj](o 天 0) 也 是 该 直线 的 齐 次 仿 射 线 坐 标 ， 因此 一 直线 的 齐 次 仿 射线 
坐标 有 无 穷 多 成 比例 组 ,通常 用 最 简单 的 一 个 作为 代表 。 

把 直线 w 的 齐 次 仿 射线 坐标 写成 [wi ,wz ,ws] 或 ww 三 [ui ,za ,wsj, 是 为 了 区 别 于 点 的 齐 次 
仿 射 坐标 。 

如 果 直 线 tw 工 i 二 wz zz 十 za 一 0 的 齐 次 仿 射线 坐标 [za 9 U2 za] 中 Ws 天 0, 即 直线 不 通过 
原点 时 ,那么 把 


叫做 该 直线 的 非 齐 次 仿 射线 坐标 。 

定理 2.3 点 XX 三 (zi ,zz,X;) 在 直线 wu 三 [wui ,ws ,zs] 上 的 充 要 条 件 是 

za17Z1 十 txaZs Wr 一 0。 

所 有 不 通过 原点 的 直线 方程 可 以 写成 wz 十 vy 十 1=0。 通 过 原点 的 直线 只 有 齐 次 仿 射 坐 
标 ,没有 非 齐 次 仿 射 坐标 。 就 像 无 穷 远 直线 只 有 齐 次 仿 射 坐 标 ,没有 非 齐 次 仿 射 坐标 一 样 。 

下 面 介 绍 点 的 方程 及 其 有 关 结 论 。 

定义 2.4 如 果 把 wzi 十 wzzz 十 wazxs 一 0 中 的 tw ,wz ;us 看 成 变数 ,把 zi ,zz ,zs 看 成 定 
数 , 那 么 wizi 十 wzzz 十 wszs 王 0 表示 以 定点 三 (zi ,x2 ,zs) 为 中 心 的 直线 束 ,我 们 把 它 叫做 
点 关 的 线 方程 。 

例如 wi 一 uz 一 ws 二 0 表示 一 点 , 它 的 坐标 是 这 个 方程 的 系数 (1, 一 1, 一 1)。 

定理 2.4 在 齐 次 仿 射 坐 标 中 ,一 点 XX 二 (zlyzayzs) 的 方程 是 wzl 十 zz 十 zaZas 一 0; 
反之 ,Lw ,wz ,wj 所 构成 的 一 次 齐 次 方程 必 表 示 一 点 。 

注 在线 坐标 下 原点 的 方程 为 ws 二 0。 

例 4 写 出 直线 3z 一 2z; 十 zs 二 0,z 轴 ,y 轴 , 无 穷 远 直线 的 齐 次 仿 射线 坐标 。 

解 直线 3z: 一 2zxi 十 zs 二 0 的 齐 次 仿 射 线 坐标 为 [3, 一 2,1]; 

工 轴 的 方程 为 ?一 0, 即 zz 一 0, 所 以 它 的 齐 次 仿 射线 坐标 为 [0,1,0]; 

y 轴 的 方程 为 z= 二 0, 即 x; = 二 0, 所 以 它 的 齐 次 仿 射线 坐标 为 [1,0,0]; 

无 穷 远 直 线 的 方程 为 x 二 0, 所 以 它 的 齐 次 仿 射 线 坐 标 为 [0,0,1]。 


例 5 写 出 点 (1, 一 1,2),(1,0, 一 2), 原 点 ,zx 轴 ,y 轴 上 的 无 穷 远 点 的 方程 。 
解 ” 点 (1, 一 1,2) 的 方程 为 wi 一 wz 十 2wus 王 0; 

点 (1,0, 一 2) 的 方程 为 wi 一 2us 一 0; 

原点 (0,0,1) 的 方程 为 us 二 0; 

工 轴 上 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐 标 为 (1,0,0) , 它 的 方程 为 二 0; 

y 轴 上 无 穷 远 点 的 齐 次 仿 射 坐标 为 C0,1,0), 它 的 方程 为 us 二 0。 


3 德 萨 格 定理 与 平面 对 偶 原 理 


3.1 德 萨 格 定理 


德 萨 格 定理 是 射影 平面 上 的 重要 定理 , 它 是 射影 几何 的 理论 基础 , 它 的 应 用 很 广 ,许多 
定理 以 它 为 根据 ,利用 它 还 可 以 证 明 初 等 几何 中 一 些 共 点 或 共 线 的 问题 。 

定义 3.1 平面 上 不 共 线 的 三 点 与 其 每 两 点 的 连 线 所 组 成 的 图 形 叫做 三 点 形 ; 平面 上 
不 共 点 的 三 条 直线 与 其 每 两 条 直线 的 交点 所 组 成 的 图 形 叫 做 三 线形 。 

三 点 形 和 三 线形 实际 上 是 同一 种 图 形 ,它们 都 含有 不 共 线 的 三 点 ,叫做 顶点 ,都 含有 不 
共 点 的 三 条 直线 ,叫做 边 。 

定理 3.1( 德 萨 格 定理 ) ”如 果 两 个 三 点 形 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,那么 对 应 边 的 交 
点 在 同一 条 直线 上 。 

证 明 若 两 个 三 点 形 有 对 应 顶点 ( 边 ) 重 合 ,或 者 对 应 顶点 连 线 所 共 的 点 恰 是 一 个 三 点 
形 的 顶点 ,命题 都 显然 成 立 。 下 面 只 讨论 一 般 的 情况 ， 

设 有 三 点 形 ABC 和 A'B'C’, 它 们 的 对 应 顶点 连 线 AA', BB’,CC 交 于 一 点 OO, 其 对 应 
边 的 交点 分 别 为 BCNB'C’=X,CANCA’=Y,ABNmA'B’=Z。 下 面 分 两 种 情况 证 明 点 
X,Y,Z 在 同一 条 直线 上 。 

(1) 若 三 点 形 ABC 和 AB'C' 分 别 在 两 个 不 同 的 平面 x 和 x 上 ,如 图 5-13 所 示 。 因 为 
BB’ 门 CC 一 0O, 所 以 点 B,B',C,C’,O 共 面 ,直线 BC 和 B'C' 必 相交 ,交点 X 在 平面 + 和 x 
的 交 线 上 。 同 理 , 直 线 CA 与 CA“ 也 相交 ,直线 AB 与 4'B' 也 相交 , 且 相 应 的 交点 Y,Z 都 
在 x 和 x 的 交 线 上 。 因 此 点 X,Y,2 在 同一 条 直线 上 。 

《2) 若 三 点 形 ABC 和 A4“B'C“ 在 同一 平面 x 上 ,如 图 5-14 所 示 , 可 以 设法 在 空间 中 建 
立 男 一 个 三 点 形 AB*C”, 使 它 和 三 点 形 A'B'C' 联 系 起 来 ,以 便利 用 (1) 证 明 德 萨 格 定理 。 
为 此 ,过 点 O 作 不 在 平面 x 上 的 直线 1, 在 1 上 任 取 两 点 L 和 上 L'( 异 于 点 0), 则 直线 AA'， 
BB ,CC ,LL' 都 通过 点 O。 因 为 AA’NLL’=O, 所 以 点 A,A’,L,L' 共 面 , 则 有 LA 与 L'A 
相交 , 设 交点 为 A 。 同 理 可 得 ,LC 与 L'C 相交 ; LB’ 与 LB 相交 ,不 入 设 LC 由 LC=C， 
LB'NMNLB==B。 显 然 ,点 A”,B",C' 不 共 线 (否则 点 A,B,C 共 线 )。 


天 


过 本 


AN 


图 5-14 


应 用 德 萨 格 定理 于 三 对 三 点 形 L'BC 和 LB’C’,L'AB 和 LA’B’,L'AC 和 LA'MC 

由 三 点 形 L'BC 和 上 LB'C’ 的 对 应 顶点 连 线 LL ;BB’,CC 交 于 点 O, 可 知 三 对 对 应 边 交 
点 共 线 。 设 BC B'C’=XX, 而 LBNMLB’==B,LCNLC =C, 则 点 B,C ,XX 共 线 , 即 点 外 
在 直线 B“C“ 上 。 

同 理 , 对 于 三 点 形 L'AC 和 LA'C , 设 ACmnA'C = 了 Y, 则 点 4,C ,Y 共 线 , 即 点 Y 在 
A’C” 上 ; 对 于 三 点 形 L'AB 和 LA4'B', 设 BA'B'=Z, 则 点 少 ,B,Z 共 线 , 即 点 Z 
在 A”B” 上 。 

因此 ,点 X,Y,Z 都 在 平面 A”B’*C” 上 ,而 点 羡 ,Y,Z 又 在 平面 x 上 ,所 以 点 X, 了 ,2 在 平 
面 A”B”C“ 与 平面 x 的 交 线 上 , 即 点 X,Y,2Z 共 线 。 

定理 3,2( 德 萨 格 定理 的 逆 定 理 ) ”如果 两 个 三 点 形 对 应 边 的 交点 在 同一 条 直线 上 , 那 
么 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 。 

容易 看 到 ,只 要 将 德 萨 格 定理 中 的 顶点 与 边 互 换 ， 共 点 与 共 线 互 换 , 则 得 到 它 的 逆 定 理 ， 
反之 亦 然 。 


定义 3.2 ”如 果 两 个 三 点 形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 且 对 应 边 的 交点 共 线 ,那么 这 两 个 
三 点 形 构成 透视 关系 。 对 应 顶点 连 线 的 交点 叫做 透视 中 心 , 对 应 边 交点 所 在 的 直线 叫做 透 
视 轴 。 

德 萨 格 定理 判定 若 两 个 三 点 形 有 透视 中 心 , 则 必 有 透视 轴 。 其 道 定理 恰 相 反 , 它 判 定 若 
两 个 三 点 形 有 透视 轴 ，, 则 必 有 透视 中 心 。 

注 在 德 萨 格 定理 的 证 明 中 , 当 两 个 三 点 形 共 面 时 ,我 们 利用 了 空间 作 图 。 若 不 利用 空 
间作 图 , 仅 限 于 一 个 平面 上 ,这 个 定理 不 能 证 明 。 因 此 ,平面 射影 几何 中 该 定理 应 选 做 公理 ， 
称 之 为 德 萨 格 公理 。 

例 1 如 图 5-15 所 示 , 过 三 角形 ABC 的 三 个 顶点 , 任 作 三 条 直线 AD, BE,CF, 它 们 分 
别 与 对 边 交 于 点 D,E,F, 且 AD, BE,CF 共 点 。 求 证 ; 若 EFN BC 二 X, FDN CA=Y， 
DENMAB==Z, 则 点 X,Y 了 ,2Z 共 线 。 

证 明 在 三 点 形 ABC 和 DEF 中 ,因为 对 应 顶点 的 连 线 AD, BE,CF 共 点 。 由 德 萨 格 
定理 知 ,其 对 应 边 的 交点 共 线 , 即 点 X,Y,Z 共 线 。 

例 2 证 明 : 平面 上 任意 四 边 形 各 对 应 边 中 点 连 线 与 两 条 对 角 线 中 点 的 连 线 相交 于 一 点 。 

证 明 如 图 5-16 所 示 , 四 边 形 ABCD 中 ,点 王 ,F,G, 瑟 分别 为 边 AB,BC,CD,DA 的 
中 点 ,点 P,Q 分别 为 对 角 线 BD 和 AcC 的 中 点 。 则 有 EH// BD,FG/ BD, 从 而 EH// FG， 
所 以 EH 与 FG 相交 于 无 穷 远 点 ,不妨 设 EHN 站 FG 一 L,。。 同 理 可 证 , EP/ GQ,PH/ FQ,，, 
所 以 EP 与 GQ,PH 与 FQ 相交 于 无 穷 远 点 ,不妨 设 EP 站 GQ=M. ,PH FQ= N。。 


Z 
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在 三 点 形 EPH 和 GQF 中 ,它们 的 对 应 边 交点 上 ., ,M- , N- 共 线 于 平面 上 的 无 穷 远 直 
线 上 。 由 德 萨 格 定理 的 逆 定 理 可 知 , 对 应 项 点 连 线 交 于 一 点 , 即 EG,FH,PQ 三 线 共 点 。 故 
命题 成 立 。 


3.2 平面 上 的 对 偶 原 理 


射影 平面 与 欧 氏 平面 的 结构 是 不 同 的 ,例如 在 欧 氏 平面 上 两 条 直线 不 一 定 相交 ,而 在 射 
影 平面 上 ,两 条 直线 必 交 于 一 点 。 因 此 射影 平面 具有 一 些 特殊 的 属性 ,对 偶 原 理 就 是 射影 平 


面 的 一 个 重要 特性 。 在 射影 平面 上 ,关于 点 与 直线 的 结合 性 :“ 一 点 在 一 条 直线 上 ”与 “一 条 
直线 通过 一 点 ”, 后 一 句 可 以 看 成 是 把 前 一 句 中 的 “点 ” 改 为 “直线 ”、“ 直 线 ” 改 为 < 点 ”、“…… 
在 …… 上 ” 改 成 “…… 通 过 ……” 所 得 到 的 ,我 们 把 它们 两 者 叫做 互 对 偶 的 。 下 面 介 绍 射影 平 
面 上 的 对 偶 原则 : 

对 于 对 偶 原则 ,我 们 将 此 概括 成 以 下 几 点 。 

(1) 对 侦 元 豪 :;“ 点 ”与 “直线 ”叫做 射影 平面 上 的 对 侦 元 素 。 

(2) 对 侦 关 系 :“…… 在 …… 上 ”与 “…… 通 过 ……” 是 对 侦 关 系 ;“ 连 接 ” 与 “相交 ”是 对 
偶 关 系 。 

(3) 对 偶 命题 : 在 一 个 命题 中 ,将 对 偶 元 素 互 换 , 对 侦 关 系 也 同时 互 换 而 得 到 的 新 命题 
叫做 原 命题 的 对 偶 命题 。 若 一 命题 与 它 的 对 侦 命 题 本 质 上 相同 , 则 把 它 叫 做 自 对 侦 命 题 。 

(4) 对 偶 图 形 : 将 一 图 形 中 的 元 素 换 成 它 的 对 偶 元 素 , 关 系 换 成 对 偶 关 系 ,而 作出 的 新 
图 形 叫 做 原 图 形 的 对 偶 图 形 。 若 一 图 形 与 它 的 对 偶 图 形 相同 , 则 把 它 叫 做 自 对 偶 图 形 。 

(5) 对偶 原理 : 在 射影 几何 里 ,如 果 一 个 命题 成 立 ,那么 它 的 对 偶 命 题 一 定 成 立 。 

由 对 偶 原 理 知 , 互 为 对 偶 的 两 个 射影 命题 ,只 要 一 个 正确 , 另 一 个 也 是 正确 的 ,所 以 只 要 
证 明 其 中 一 个 就 行 了 。 往 往 一 个 命题 难以 理解 时 , 它 的 对 侦 命 题 却 容易 为 直觉 所 接受 。 因 
而 ,两 个 对 偶 的 射影 命题 ,只 需 证 明 其 中 容易 证 明 的 一 个 ,这 样 可 以 达到 事半功倍 的 效果 。 

在 欧 几 里 得 几何 里 , “平面 上 任何 两 个 不 同 点 可 以 确定 一 条 直线 ”, 而 对 偶 命 题 “ 平 面 上 
任何 两 条 不 同 直线 交 于 一 点 ” 则 不 成 立 。 因 为 两 条 平行 直线 没有 交点 ,所 以 对 偶 原 理 在 欧 几 
里 得 几何 里 不 成 立 。 可 是 也 有 一 些 欧 几 里 得 定理 常常 是 正确 的 。 当 然 ,这 时 必须 独立 证 明 。 
所 以 在 欧 几 里 得 几何 里 ,对 偶 需 则 可 以 作为 探求 定理 的 工具 。 

例 3 请 写 出 命题 “ 若 两 个 完全 四 点 形 的 五 对 对 应 边 的 交点 在 同一 条 直线 上 , 则 其 第 六 
对 对 应 边 的 交点 也 在 此 直线 上 , 且 四 对 对 应 顶点 的 连 线 必 共 点 ”的 对 偶 命 题 。 

解 ”其 对 偶 命 题 是 “ 若 两 个 完全 四 线形 的 五 对 对 应 顶点 的 连 线 通过 同一 点 , 则 其 第 六 对 
对 应 顶点 的 连 线 也 通过 此 点 , 且 四 对 对 应 边 的 交点 必 共 线 ”。 

例 4 作出 图 5-17 中 各 图 形 的 对 偶 图 形 。 


B C 
(a) (b) (9) 


图 5-17 


解 ”其 对 偶 图 形 分 别 如 图 5-18 所 示 。 


4 交 比 与 调和 共 罗 


4.1 点 列 中 四 点 的 安 比 


我 们 前 面 已 经 学 过 共 线 三 点 的 单 比 ,下 面 我 们 利用 单 比 定 义 共 线 四 点 的 交 比 。 
定义 4.1 共 线 四 点 A,B,C,D 的 交 比 定义 为 两 个 单 比 (ABC) 与 (4BD) 的 比 , 记 为 


op ~ 
其 中 A,B 两 点 叫做 基点 ,C,D 两 点 叫做 分 点 。 
根据 交 比 的 定义 有 
: AC 
(AB,CD) = (AB8C) _ BC _AC .BD 


(ABD) AD BC 4D 
BD 
由 交 比 定义 知 , (4B,CD) 是 一 个 数 , 如 果 分 点 C,D 不 分 离 基点 4,B, 记 为 AB 一 CD, 则 
交 比 (4B,CD)>0, 如 图 5-19 所 示 ; 如 果 分 点 C,D 分 离 基 点 A,B, 记 为 AB +CD, 则 交 比 
(4B,CD)<0, 如 图 5-20 所 示 。 


A 8B C D A4 CC B 万 
4 CC D B A D 8B C 
图 5-19 图 5-20 


特别 地 , 当 点 C 与 点 DD 重合 时 ,CAB,CD) 二 1; 当 点 和 与 点 C 重合 时 ,(AB,CD) 一 0。 
由 此 可 知 , 不 相同 的 共 线 相 点 的 交 比 与 点 的 排列 顺序 有 密切 的 关系 。 现 在 来 讨论 改变 
点 的 顺序 时 ,所 得 交 比 之 间 的 关系 , 即 交 比 的 一 些 性 质 。 


定理 4.1 两 基点 与 分 点 保 序 交 换 , 交 比 的 值 不 变 , 即 (AB,CD)==(CD,AB). 


AC 
i ABC)_ BC _AC.BD_CA . DB 
下 用 (AB,CD) -ABD)™ AD BC AD CB DA 
BD 
CA 
_CA DB_ DA _(CDA)_ 
“DA CB CB (CDB) CODD 
DB 


定理 4.2 只 有 两 个 基点 交换 或 只 有 两 个 分 点 交换 后 所 得 的 交 比 值 与 原来 的 交 比 值 互 
为 倒数 , 即 


oo 一 < 一 
(BA ,CD) = BCD) (AB ,DC) 。 
, _(BACO)_BC:AD_ 1 _- 1 
BC。A4D 
_(4BD) 4D. BC 1 _ 1 
(AB,DO)= (ABC) BD.:AC AC* BD (AB,CD)° 
BC . AD 


推论 (AB,CD)= 二 (BA,DO)。 
定理 4.3 交换 中 间 两 个 字母 顺序 或 交换 两 端的 两 个 字母 顺序 所 得 的 交 比 值 与 原 交 比 
值 的 和 为 1, 即 
(4C,BD) 二 (4B,CD)=1 或 (DB,CA) 十 (AB,CD) = 1。 


i _AB. CD ,AC. BD 
证 明 (AC,BD) + (AB,CD)=—0s ADTBC .AD 


_AB. DC (AD+DC). BD 
BC. AD BC. AD 


_AB. DC+(AD+DC) , BD 
BC. AD 
_AD. BD+(AB+BD). DC 
BC. AD 
_AD. BD+AD. DC 
BC. AD 


十 


同 理 可 证 
(DB,CA) + (AB,CD) = 1。 
“ 基线 四 点 A,B,C,D 可 能 有 4! 一 24 种 不 同 的 排列 。 由 本 章 的 定理 4.1、 定 理 4.2 和 定理 
4.3 可 得 24 个 交 比 值 只 有 6 个 不 同 的 取 值 。 


(1) (AB,CD)=(BA,DC)=(CD,AB)= (DC,BA)=m; 
(2) (AB,DC)=(BA,CD) =—(CD, BA)=(DC,AB)—; 


(3) (AC, BD)=CBD,AC)=(CA,DB)=(DB,CA)=1—m; 

(4) (AC,DB)=(BD,CA)=—(CA,BD)=(DB,AC)=7; 

(5) (AD,BC)=(BC,AD)=(CB,DA)=—(DA,CB)=®—!, 

(6) (AD,CB)=(BC,DA)—(CB,AD)—(DA,BO) = 

由 交 比 定义 及 性 质 可 知 , 如 果 已 知 4 个 不 同 的 共 线 点 中 的 3 个 点 及 其 交 比 值 ,那么 第 4 
个 点 被 它们 所 唯一 确定 。 

我 们 知道 , 共 线 三 点 的 单 比 可 以 用 三 点 的 坐标 表示 ,所 以 由 交 比 的 定义 ,可 知 共 线 四 点 
的 交 比 也 可 以 用 它们 的 坐标 来 表示 。 

定理 4. 4 ”一 条 直线 上 的 无 穷 远 点 分 其 上 任何 两 点 的 单 比 等 于 1。 

证 明 设 A,B,P 为 直线 上 三 点 ,其 非 齐 次 仿 射 坐标 为 (zi ,yi1),(zs,ys),(z,y), 且 单 
比 (ABP)=4, 则 

Z1 一 人 Za 


Sn 9 


工 一 人 


yz 
4 1 一 人 9 


从 而 点 卫 的 齐 次 仿 射 坐标 可 表示 为 (z 一 4z2 ,yi 一 4yz ,1 一 4)。 车 点 忆 为 该 直线 上 的 无 穷 
远 点 , 则 点 也 的 齐 次 仿 射 坐标 应 为 (zi 一 ,1 一 2 ;0)。 因 此 , 必 有 1 一 4 二 0, 即 4=1。 

由 本 章 定理 4.4 和 交 比 的 定义 , 易 知 (4B,CD。)==(ABCOC)。 

定理 4.5 已 知 点 Al(ai ,az ,as) »B(b ,bz ,6b;) 是 两 个 不 同 的 普通 点 ,点 Plaittbi as 十 


tb4 ,aa 十 友 : ) 为 直线 AB 上 的 一 点 , 且 CABP) 一 1, 则 1 一 一 : 2 
3 


(4-1) 


证 明 车 点 了 为 无 穷 远 点 ,出 os 十 夫 , 一 0, 即 有 一 生 一 1, 而 由 本 章 定理 4.4 知 ,4 一 


(4BP) 王 1, 所 以 有 
bs 


A 一 一 上 一 。 
3 C3 
车 点 了 为 普通 点 , 则 点 A,B,P 的 非 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 
a Ql 二 -Cl 十 弓 ! 
as” 下 ”a3 十 历 
dz b» 位 2 十 她 ， 


3y1 一 一 ， YY yD 


红包 
al 十 刀 : us bs 
Qs 十 妈 3 1—A 

4 _ ibs 
a2 十 雹 。__ Qs bs 
as 二 WB 1 一 和， 


化 简 ,整理 得 
— aib;3) (as3A 二 bt) EE 0， 


(asb; 一 azsbs) (asA 十 6b,2) 一 0， 


而 qs 一 a163 与 asp 一 azps 不 能 同时 为 零 ,否则 A,B 两 点 将 重合 而 与 已 知 矛 盾 。 因此 ,有 


as 十 2 一 0， 即 


推论 1 如 果 共 线 4 点 ACa),B(D ,Ce 十 ,DCe 二 25) ,那么 
(AB ,CD) 一 县， 


2 


其 中 在 刀 (二 一 如) 天 0。 


推论 2 ”如 果 共 线 4 点 4A(Ca 十 二 0)，B(a 十 2p0) ,CCa 十 6p) ,D(a 十 i25) ,那么 


_ (ft) (ts CO— ti) 
ARE (tz —t3) Oo) 


其 中 司 ,tz ,ts ,ts 互 不 相等 。 


例 1 已 知 共 线 4 点 AC2,1, 一 1),B(1, 一 1,1),CC1,0,0),D(1,5, 一 5), 求 (AB,CD) 


的 值 。 
解 设 C=A++tB,D==A 十 t,B, 则 有 
2 二 = 二 mm， 2 二 t= 
eo i 其 中 吏 ,n 关 0。 
一 1 十 一 0; 一 1 十 tf; 二 一 5n; 
解 得 
i=1,， tt = 一 冯 ， 
所 以 


例 2 已 知 共 线 3 点 4A(1,1,1),B(1, 一 1,1),D(1,0,1), 旦 (4AB,CD) 一 2, 求 点 C 的 


坐标 。 


解 设 C=A+iiB,D=A+tizB ;代入 坐标 可 得 


tz 二 1, 
由 CAB,CD) 一 全 一 2, 解 得 
2 


ti 一 2。 

所 以 C=A 十 28B, 从 而 点 C 的 坐标 是 (3 ,一 1,3) 。 

由 交 比 的 定义 以 及 性 质 ,可 以 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 4.6 共 线 4 点 交 比 值 取 1,0,co 的 充 要 条 件 是 4 点 有 两 点 重合 。 

在 共 线 4 点 的 交 比 中 ,除了 1,0,co 以 外 , 交 比 值 为 一 1 的 情况 尤为 重要 。 

定义 4.2 车 (4B,CD)= 一 1, 则 把 点 C,D 叫做 调和 分 离 点 A,B, 或 把 点 4A,B 与 点 C， 
DD 叫做 调和 共 思 , 交 比值 一 1 叫做 调和 比 。 

显然 ,调和 分 离 的 关系 对 于 两 对 点 是 相互 的 ,因为 当 (4B,CD) = 一 1 时 , 必 有 (CD,AB) 一 
(DC, BA)=—1, | 

由 前 面 交 比 的 性 质 知道 , 当 共 线 4 点 交 比 值 为 一 1 时 ,此 4 点 构成 的 其 他 可 能 的 交 比 值 


为 2 和 去 ; 反之 , 当 共 线 4 点 交 比值 为 2 或 十 时 ,只 要 适当 改变 4 点 的 排列 ,总 可 使 其 交 比 


值 成 为 一 1。 所 以 我 们 可 得 下 面 的 定理 。 

定理 4.7 共 线 的 不 同 4 点 所 组 成 的 6 组 交 比 中 ,有 相同 值 的 充 要 条 件 是 此 4 点 能 配 
成 调和 共 思 。 

例 3 已 知 共 线 4 点 A,B,C,D 的 非 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 (3,1),(7,5), (6,4),(9,7)， 
求证 它们 能 构成 调和 共 恩 。 

证 明 因为 4 点 4,B,C,D 的 非 齐 次 仿 射 坐标 分 别 为 (3,1),(7,5),(6,4),(9,7) ,计算 
单 比 得 


一 6 一 3_ 9 
(ABC) = 和 了 7 3， (ABD) 一 9 一 7 一 3， 
所 以 
(ABC) _—3 
故 它 们 能 构成 调和 共 思 。 


为 了 直观 地 说 明 调和 共 e 的 几何 意义 ,我 们 转 到 扩大 仿 射 平面 上 ,研究 下 面 的 例子 ， 

例 4 在 扩大 仿 射 平面 上 ,车 共 线 4 点 A,B,C,D 中 ,点 A,B 与 点 C,D 成 调和 共 罗 , 则 
点 CD 被 点 入,B 分 离开 , 且 第 4 调和 点 D 是 无 穷 远 点 的 充 要 条 件 为 点 C 是 线段 AB 的 
中 点 。 

证 明 由 (4B,CD) 一 0 人 户外 4p=-1, 有 能 -一 解 , 故 钙 与 外 反 号 , 即 当 
点 C 是 线段 AB 的 内 分 点 时 ,点 DD 一定 是 外 分 点 ,如 图 5-21 所 示 ; 反之 , 当 点 C 是 外 分 点 


A C 8 D 时 ,点 DD 一 定 是 内 分 点 。 我 们 把 这 种 情况 叫做 点 C,D 调和 分 


离 点 A，B, 或 点 A,B 调和 分 离 点 C,D。 
特别 地 , 若 点 C 是 线段 AB 中 点 , 则 种 一 1, 从 而 秆 =1 


因此 点 DD 只 能 是 无 穷 远 点 ; 反之 , 若 (AB,CD。) 一 一 1, 则 (ABC) 二 一 1, 从 而 点 C 是 线段 
AB 中 点 。 


图 5-21 


4.2 线束 中 4 条 直线 的 交 比 


首先 定义 共 点 3 条 直线 的 单 比 。 

定义 4.3 设 直线 a,b,c 是 某 一 线束 S 中 的 3 条 直线 , 则 3 条 直线 c,p,c 的 单 比 Cabc) 
定义 为 

(abc) 一 Soc 0。 
其 中 直线 a,5 叫做 基线 ,直线 c 叫做 分 线 。 

如 图 5-22 所 示 , 不 难看 出 ,如 果 直 线 c 不 在 人 (a,5) 中 , 则 
(apc) 盖 0; 如 果 直 线 c 在 人 (a,5) 中 , 则 (abc) 过 0; 特别 地 , 当 直 
线 c 为 人 (a,5) 的 平分 线 时 , 单 比 (abc) 二 一 1。 

与 点 列 类 似 , 利 用 3 条 直线 的 单 比 可 以 定义 共 点 4 条 直线 
的 交 比 。 ， 
定义 4,4 若 直线 a,5,c,d 是 某 一 线束 S 中 的 4 条 直 
线 , 则 


Cabc) _ sin/ (a,c)sin (b,d) 
(aba) sin (b,c)sin (a,d) 


叫做 4 条 直线 a,5,c,d 的 交 比 ,其 中 直线 a,5 叫做 基线 ,直线 c,d 叫做 分 线 。 
与 点 列 交 比 相同 ,如 果 cd 一 ab, 则 (ab,cd) 汪 0; 如 果 cd +ab, 则 (ab,cd) 二 0。 
定理 4.8 ”如果 线束 S 中 的 4 条 直线 a,b,c,4a 被 任意 一 条 直线 s 截 于 A,B,C,D 这 4 
点 ,那么 (ab,cd) 一 (4B,CD) 。 
证 明 如 图 5-23 所 示 , 过 点 S 作 S 互 上 1 于 点 互 , 设 A=|1S 互 | , 则 


Saus = 也 | SA 11 SB | sinZCasb) = 1AB |.h, 


《ap ,cd ) Re 


所 以 
| AB |= LSA 1| SB | sin 过 (ab 
h v 


外 一 (e,c) ,一 (0,c) 是 指 有 向 角 ,规定 边 的 顺序 与 着 时 针 方向 一 致 时 角 为 正 值 , 反 之 为 负 值 。 


a da 
图 5-23 
由 上 面 这 种 关系 可 得 
(AB ,CD)= 4C。BD |SA ||SC| sin/ (a,c) «| SB || SD |sin (6,4d) 


BC.AD |SB||SC|sin ,cc) «| SA || SD | sin/ (a,d) 


_ Sin/ (asc) , sin (bd) _ 
~ sin (b,c) «sin (a,d) 人 


结论 得 证 。 

与 点 列 交 比 相似 ,可 以 得 到 线 东 交 比 的 性 质 , 共 点 4 条 直线 的 交 比 也 有 24 种 不 同 的 排 
列 , 分 为 6 类 ,每 一 类 中 4 个 交 比 值 相等 。 

关于 共 点 4 条 直线 交 比 的 坐标 表示 与 共 线 4 点 类 似 , 以 下 给 出 相关 结论 而 上 略 去 证 明 。 

定理 4.9 如 果 a,p,a 十 二 6,e 十 za 分 别 是 4 条 不 同 的 共 点 普通 直线 4 ,Ls ,ls ,hh 的 齐 次 
仿 射 坐标 ,那么 


= 
(hilz ,lh) = 


其 中 tits (ti —ts)A0。 
推论 如果 a 十 tibya 十 tzb,4a 十 babya 十 tb 分别 是 4 条 不 同 的 共 点 普通 直线 A 
的 齐 次 仿 射 坐标 ,那么 


CN 
其 中 与 ,ts ,ts 彼此 互 不 相等 。 
由 上 面 论述 ,我 们 容易 得 出 下 面 的 结论 。 
定理 4.10 交 比 经 过 中 心 射影 后 不 变 , 即 交 比 是 射影 性 质 。 
例 5 已 知 共 点 4 条 直线 a,b,c,d 的 方程 分 别 为 2Zz 一 y 十 1 一 0,32z 十 y 一 2 一 0,7z 一 7 一 


0,5z 一 1 一 0, 求 (ab,cd) 的 值 。 
解法 1 《条 直线 a,5,c,d 与 z 轴 (y 一 0) 的 交点 坐标 分 别 为 A (一 序 ,0)，,B (名,0)， 


C40,0),D( 言 ,0) ,所 以 


(ab ,ci ) => (AB ,CD) Se 


解法 2 设 c=a 十 t15,d 二 a 十 t25;, 则 有 


2 十 3f1 = 7m, 2 十 3s 一 57， 
i 一 一 777， | 一 0， 其 中 msn 天 0。 
1 一 2 一 0; 1 — 2z, 一 一 1， 


所 以 
2 
(ap ,cd) = a 一 于 。 
定义 4.5 如 果 共 点 4 条 直线 a,5,c,d 满足 (ab,cd) 二 一 1, 则 把 基线 a,5 与 分 线 c,d 叫 
做 调和 分 离 ( 或 调和 共 轿 ) , 交 比 值 一 1 叫做 调和 比 。 
定义 4.6 由 4 个 点 (其 中 无 3 点 共 线 ) 以 及 连接 其 中 任意 两 点 的 6 条 直线 所 组 成 的 图 
形 叫做 完全 四 点 形 ,这 4 个 点 叫做 顶点 ,6 条 直线 叫做 边 ,没有 公共 顶点 的 两 边 叫 做 对 边 , 共 
有 三 对 对 边 , 三 对 对 边 的 交点 叫做 对 边 点 ,它们 梅 成 一 个 三 点 形 , 叫 做 对 边 三 点 形 , 如 图 5-24 
所 示 。 
在 完全 四 点 形 中 共 线 4 点 或 共 点 4 线 都 有 着 很 好 的 调和 性 质 。 
例 6 设 s 和 s 是 完全 四 点 形 ABCD 的 一 对 对 边 ,它们 的 交点 是 点 X, 若 点 和 与 其 他 两 
对 边 点 的 连 线 是 1,t ,求证 (ss' ,tt')= 二 一 1。 
证 明 如 图 5-25 所 示 , 由 本 章 定理 4. 10 可 得 (4B,PZ)=(DC,QZ)。 同 理 可 得 
(DC ,QZ) = (BA ,PZ)， 
所 以 
(AB, PZ) = (BA ,PZ) 。 


图 5-24 


而 
CBA,PZ) = CBE7， 

所 以 

(CAB,PZ): = 1， 
但 

(AB,PZ) #1, 
因此 

(AB,PZ) =-—1, 


由 本 章 定理 4. 8 可 知 
(ss ,tt') 一 一 1。 

由 此 例 不 难得 出 : 在 完全 四 点 形 的 每 条 边 上 都 有 一 组 调和 共 示 点 ,其 中 两 个 点 是 顶点 ， 
另外 两 个 点 一 个 是 对 边 点 , 另 一 个 点 是 这 个 边 与 对 边 三 点 形 的 边 的 交点 ; 在 完全 四 点 形 的 
对 边 三 点 形 的 每 一 条 边 上 也 有 一 组 调和 共 示 点 ,其 中 两 点 是 对 边 点 ,另外 两 个 点 是 这 条 边 与 
通过 第 三 对 边 点 的 一 对 对 边 的 交点 。 


练 习 5 
1. 下 列 图 形 经 过 中 心 射影 后 的 对 应 图 形 是 什么 ? 
(1) 等 腰 三 角形 ; (2) 直角 三 角形 ， (3) 梯形 ; 
(4) 四 边 形 ; (5) 两 平行 直线 ; (6) 两 垂直 直线 。 
2. 下 列 哪些 图 形 具 有 射影 性 质 ? 
(1) 平行 直线 ; (2) 三 点 共 线 ; 《3) 三 直线 共 点 ; 
(4) 两 点 间 的 距离 ， (5) 两 直线 的 夹 角 ; (6) 两 相等 线段 。 


3. 当 平面 zx 上 有 一 定 直线 < ,以 点 O 〇 为 射 心 ,投射 到 平面 + 上 得 到 直线 a 。 求 证 当 点 O 
变动 时 ,a' 通 过 一 定点 。 


4. 求证: 射影 平面 上 的 条 直线 (其 中 任何 三 条 直线 不 共 点 ) 将 平面 分 成 十 (w? 一 4 十 2) 


部 分 。 
5. 试 求 下 列 各 点 的 齐 次 仿 射 坐标 , 先 写 出 所 有 组 ,再任 选 一 组 。 


(CD (0,0) ,01,0) ,0,D), (2,—3); (2) 直线 3z 十 y=0 上 添加 的 无 穷 远 点 。 


6. 下 列 各 点 的 非 齐 次 仿 射 坐标 车 存在 ,请 把 它 写 出 来 。 
(2,—3;,—1), (V10,—V6 ,2),C0,1,0) ,0,4,3),(1,—3,0), 
7 当 正 负 号 任意 选取 时 , 问 齐 次 仿 射 坐标 ( 士 1, 士 1, 士 1) 表 示 几 个 相 异 点 ? 


8. 求 下 列 直线 上 的 无 穷 远 点 : 

(1) zi 十 zz 一 4zs 一 03 (2) zl 十 2z2s 一 0; 

(3) zy 一 3zs 一 0; (4) zl 十 5zs 一 0。 

9. 求 下 列 两 直线 交点 的 坐标 与 方程 : 

(1) .zl 十 2z2s 一 47z3 一 0;，2zl 一 Zz 十 Zs 一 0; (2) 47i 一 5zz 十 za 一 0),7 一 2z: 一 0。 

10. 求 通过 下 列 两 点 的 直线 方程 与 坐标 : 

(1) (3,2,1),(1,2,3); (2) (4,1,2),( 一 2,2,1) 。 

11. 求 两 条 直线 az 十 az 十 az 一 0) 访 了 十 户 了 2 十 轴 必 一 0 的 交点 与 直线 cz 十 czzs 十 


cszs 一 0 上 的 无 穷 远 点 连 线 的 方程 。 


12. 判断 下 列 各 组 点 是 否 共 线 : 

(1) (1,2,3),(0,2,1),(2,1,0); (2) (—1,0,—1),(0,—1,—1),(1,1,0); 
(3)〈 一 2,3, 一 2),(1, 一 1,3)( 一 4,7,0)。 

13. 将 下 列 方程 化 成 齐 次 仿 射 坐标 方程 , 若 有 无 穷 远 点 满足 方程 , 求 出 其 上 的 无 穷 


加 02) 3 
(3) y=2pz; (4) zy=a。 

14. 下 列 方程 若 存在 非 齐 次 仿 射 坐标 方程 ,请 写 出 来 ， 

(1) Ti 二 0; (2) Za 一 0; 


(3) (Zi 一 Zz) 十 Xx? 二 x?。 
15. 求 下 列 各 线 坐 标 所 表示 的 直线 方程 ; 


(1) £0,1,1]; (2 [l,l ~—1]s 

(3) [1,0,1]; (4) [1,—1,0]。 

16. 下 列 方程 各 表示 什么 图 形 ? 

(1) xs 一 03 (2) za 一 zz 十 ta 一 0; 

(3) 3zx 十 5wz 一 0; (4) ui — 3u wz — 10u?=0。 


17. 试 求 以 2z1 十 zz 十 zx3 二 0,3zx1 一 4zxs 十 2zs 二 0,4zi 十 Ty 一 3x3 二 0 为 边 的 三 角形 顶点 


的 齐 次 仿 射 坐标 与 非 齐 次 仿 射 坐标 。 


18. 求 作 图 5-26 中 各 图 形 的 对 偶 图 形 。 
19. 写 出 下 列 命题 的 对 偶 命 题 : 
《1) 两 点 决定 一 条 直线 ; 
(2) 射影 平面 上 至 少 存在 4 条 直线 ,其 中 任何 3 条 不 共 点 ; 
(3) 平面 上 无 3 点 共 线 的 4 点 及 其 两 两 的 连 线 所 组 成 的 图 形 是 四 点 形 ， 
(4) 设 一 个 变动 的 三 点 形 , 它 的 两 边 各 通过 一 个 定点 且 3 顶点 在 共 点 的 3 条 直线 上 , 则 


第 三 边 也 通过 一 个 定点 。 


八 . NX 
人 A 


图 5-26 


20. 设 平行 四 边 形 EFGH 的 顶点 在 另 一 个 平行 四 边 形 ABCD 的 各 边 上 。 证 明 : 这 两 
个 四 边 形 的 4 条 对 角 线 交 于 一 点 。 

21. 四 边 形 ABCD 的 边 AB,BC,CD, DA 上 各 取 一 点 ,依次 是 点 E,F,G, 昌 。 如 果 
BD,EH ,FG 相交 于 一 点 M。 证 明 ; AC,EF,HG 也 交 于 一 点 。 

22. 设 A,B,C,D 是 同一 平面 上 的 4 点 ,其 中 无 三 点 共 线 ,BC 与 AD 交 于 点 立 ,CAh 与 
BD 交 于 点 了 ,AB 与 CD 交 于 点 Z ,BC,BD,CD 与 YZ ,ZX,XY 交 于 点 L ,M,N。 求 证; 三 
点 上 ,M,N 共 线 。 

23. 已 知 共 线 4 点 4(1,2,3),B(5, 一 1,2),C(11,0,7),D(6,1,5)。 求 (4B,CD) 的 值 。 

24. 设 A,B,C,D,E 是 共 线 5 点。 求证; (AB,CD) (AB,EC)(AB， DE)=1. 

25, 设 P, (一 1,2,…，,6) 是 6 个 不 同 的 共 线 点 。 求 证 ， 

(1) (Pi P: ,PP,)(P,P, ,P;P,) 一 (PP, ,P,P,)(CP P,,P,P,); 

《2) 如 果 (P: P: , PP) 一 (CP: P: ,PP,) ,那么 (PP, ,P,P,) 一 一 1。 

26. 设 直线 上 顺 次 有 4 点 4,B,C,D, 且 相 邻 两 点 间距 离 相 等 , 求 这 四 点 形成 的 各 交 比 
的 值 。 

27. 设 点 Pi ,Pi 分 别 是 z 轴 与 y 轴 上 的 无 穷 远 点 ,点 P, 是 斜率 为 1 的 直线 上 的 无 穷 
远 点 , 且 (CP,P:,P,P,) 王 &, 求 点 P, 的 坐标 。 

28. 已 知 A,B,P,Q,R 是 共 线 的 不 同 5 点 , 且 (PA,QB)==(QR,AB)== 一 1。 求 证 ; 

(PR ,AB) 一 一 

29. 证 明 :AiBi ,CD) 二 (A, B,CD) 的 充 要 条 件 是 (AiA: ,CD)=(B,B,,CD)。 

30. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,过 点 A 的 直线 AE 与 对 角 线 BD 平行 。 证明: A(BD， 
CE) 一 一 1。 


31. 已 知 线束 中 3 条 直线 a,5,c, 求 作 直 线 4 ,使 得 (ap,cd) 一 一 1。 
32. 已 知 4 条 直线 Li: yy 二 kt 十 bi:(i 二 1，2,3,4) 共 点 ,求证 : 
(ki — k,) (k, —k,) 


(lls slls) = (ks — ka) Ck 一 kD 


33. 已 知 4 条 直线 0 ,Ls ,Ls,4 的 方程 分 别 为 所 2z 一 y 十 1 一 0,22: 3z 十 y 一 2 一 0，,13: 
17—y=0,4: 5z 一 1 一 0, 求 证 这 4 条 直线 共 点 ,并 求 (02 ,1a2) 的 值 。 
34. 已 知 直 线 4 ,ls ,ls 的 方程 分 别 为 0: 2z 一 y 十 1 二 0,ls: 3z 十 y 一 2 一 0,7 :5z 一 1 一 


0, 且 (C444,44) 一 一 对 。 求 直线 4 的 方程 。 


射影 坐标 系 与 射影 变换 


在 本 章 中 将 主要 介绍 两 个 方面 的 内 容 : 一 个 是 射影 坐标 系 , 一 个 是 射影 变换 。 以 前 所 
学 过 的 笛 卡 儿 坐 标 系 是 建立 在 正 交 不 变量 一 一 呀 离 观 念 基础 之 上 的 ; 仿 射 坐标 系 是 建立 在 
仿 射 不 变量 一 一 单 比 的 基础 之 上 的 。 但 是 距离 和 单 比 都 不 是 射影 不 变量 ,所 以 ,我 们 有 必要 
建立 一 种 在 射影 不 变量 一 一 交 比 的 基础 之 上 的 坐标 系 。 在 建立 了 射影 坐标 系 以 后 ,进一步 
阐明 射影 坐标 和 前 两 种 坐标 之 间 的 关系 。 


1 射影 坐标 系 


1.1 直线 上 的 射影 坐标 人 


定义 1.1 在 射影 直线 上 如 果 取 定 3 个 不 同 点 4: ,4 ,下 ,那么 建立 了 该 直线 上 的 一 个 


射影 坐标 系 , 记 为 LA ,A。,E], 如 图 6-1 所 示 。 设 点 P 为 这 条 Pp 
直线 上 任意 一 点 , 则 点 P 和 三 点 Ai,Ao ,EF 确定 一 个 交 比 Ao E Al 
人 一 (4:A4。 ,EP)., 6-1 


反 过 来 ,对 于 任意 一 个 实数 4, 也 存在 唯一 的 一 点 卫 , 使 得 交 比 
(AiA6 ,EP) 二 +。 我 们 把 交 比 4 二 (A1Ao ,EP) 叫 做 点 了 在 射影 坐标 系 [Ai ,A。 ,Ej 下 的 一 维 
射影 坐标 ,其 中 点 A。 叫做 原点 ,点 已 叫做 单位 点 ,点 Ao,E,Al 统称 为 基点 。 

这 样 定义 的 射影 坐标 叫做 直线 上 点 的 一 维 非 齐 次 射影 坐标 。 由 直线 上 点 的 非 齐 次 射影 
坐标 的 定义 可 知 : 


本 < _AFE AoAo ee 
点 ho 的 非 齐 次 射影 坐标 是 44, 一 (A1A。,EAo) 一 EAA 一 0; 


点 巨 的 非 齐 次 射影 坐标 是 1z 一 (Ai,A。 ,BEE) 一 AeEE 一 1 
点 A! 没有 非 齐 次 射影 坐标 。 
为 了 规定 点 A, 的 坐标 ,下 面 引 和 人 点 的 齐 次 射影 坐标 。 


定义 1.2 设 射影 直线 上 点 P 的 非 齐 次 射影 坐标 是 1, 则 由 适合 一 宇 的 两 个 数 zz 


组 成 的 序数 组 (zi ,zs) (其 中 z 志 天 0) 叫 做 点 已 的 一 维 齐 次 射影 坐标 。 对 于 任意 的 非 零 实数 
0; 坐 标 (pzi ,pzz) 与 (zi1,z2) 表 示 同 一 点 ,《0,0) 不 表示 任何 点 。 

特别 地 , 当 盖头 0,zs 一 0 时 ,规定 为 这 条 直线 上 的 无 穷 远 点 的 一 维 齐 次 射影 坐标 , 即 该 
直线 上 的 无 穷 远 点 的 一 维 齐 次 射影 坐标 是 (x1 ,0) 。 

由 上 可 知 ,原点 A。 .单位 点 五 与 点 A: 的 齐 次 射影 坐标 分 别 是 (0,1)、(1,1) 与 (1,0)。 

下 面 我 们 研究 直线 上 点 的 射影 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标 之 间 的 关系 。 

设 直 线 上 四 点 Ai,AosE,P 的 第 卡 儿 坐标 分 别 为 Tl, Tos Te :Z, 而 非 齐 次 射影 坐标 分 别 
为 A1 ,ho ,4.,4, 则 有 

: | Ai。 AP  (z: 一 CI)CZz 一 Zo) 


人 AIE.AIP (zr.— zx) (rz—zr)’ 
可 以 写成 
es 611 工 十 Qi 
. ‘QaT + agg 
a a 
其 中 A11 9 HQ12 9 421 ;azz 都 是 常数 , 旦 A= | > 四 天 0。 
CQ21  Q22 
或 者 由 上 式 解 出 z, 写成 
= bua 十 bs 
bzlA 十 b22 ly 
bu bz 
其 中 bi ,bi2 ;bz ,pz 都 是 常数 , 且 A 一 六 b 天 0。 
21 22 


由 此 可 见 , 同 一 点 的 笛 卡 儿 坐 标 z 和 射影 坐标 1 之 间 , 有 一 个 行列 式 不 等 于 零 的 双 一 次 
关系 。 进 而 我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 。 

定理 1.1 一 条 直线 上 四 点 的 交 比 用 射影 坐标 表示 与 用 笛 卡 儿 坐 标 表示 的 形式 是 完全 
相同 的 。 

证 明 设 Al,A,,A;,As 是 4 个 共 线 点 ,它们 的 笛 卡 儿 坐 标 分 别 为 z1 ,zzzsvzt, 则 有 


(AiA, ,AsA,) 一 Tr) 


(zz — x3) (x1 一 24) 


车 点 A1 ,As ,As ,A 的 射影 坐标 分 别 为 ,hs sh sh， 则 有 


_ (QnQz — Ql12Q21) (Xi — Zz;) 2 = ls2%354; 


入 一 和 一 《astzi 十 azz)(astzij 十 azz)” 


所 以 
(Mh) QA (zl — ZX3) xz — ZX4) 
(Az 一 30)(C 一 iD) (za 一 Za)(zl 一 24) 


故 定理 得 证 。 
一 维 射影 坐标 的 特殊 情况 。 
(1) 仿 射 坐标 : 若 把 点 4; 看 成 是 直线 上 的 无 穷 远 点 P- , 取 点 4 为 原点 O, 则 有 


人 一 (44 ,EP) = (Ps, Ao,EP) = (PE,AP.) = (PEA,) = 一 去 二 
0 


这 时 点 了 的 射影 坐标 就 是 仿 射 坐标 , 即 原点 到 该 点 与 原点 到 单位 点 的 有 向 距离 之 比 。 故 仿 
射 坐 标 是 射影 坐标 的 一 种 特例 。 

(2) 笛 卡 儿 坐 标 : 车 把 点 A: 看 成 是 直线 上 的 无 穷 远 点 P- , 取 点 A。 为 原点 O, 且 设 
AoE 等 于 单位 长 度 , 则 由 上 述 4= 二 OP 为 点 P 的 笠 卡 儿 坐 标 。 所 以 ,原来 的 竺 卡 儿 坐标 是 射 
影 坐 标的 一 种 特例 。 


1.2 平面 上 的 射影 坐标 集 


在 射影 平面 上 ,一 切 点 (普通 点 与 无 穷 远 点 ) 的 地 位 是 平等 的 ,一 切 直 线 ( 普 通 直 线 与 无 
穷 远 直线 ) 的 地 位 也 是 平等 的 。 但 是 , 若 采 用 齐 次 仿 射 坐标 , 则 无 穷 远 点 仍 处 于 第 三 坐标 为 
零 的 特殊 地 位 ,无 穷 远 直线 仍 具有 特殊 的 方程 cx: 一 0。 为 了 在 坐标 上 不 歧视 无 穷 远 点 ,在 方 
程 上 不 歧视 无 穷 远 直 线 ,我 们 在 射影 平面 上 引入 另 一 种 新 坐标 一 射影 坐标 。 

为 从 齐 次 仿 射 坐标 过 渡 到 一 般 的 射影 坐标 ,我 们 先 对 平面 上 的 仿 射 坐标 作 新 的 理解 。 
如 图 6-2 所 示 , 设 仿 射 坐标 系 的 基 向 量 为 OF ,OE , 作 Ez:E// OE, ,EE//OE,, 点 玉 为 

.单位 点 。 若 平面 上 任意 一 点 P 的 仿 射 坐标 是 (z,y) , 则 

OP = OP, + OP; = zr OF + yOE;, 


其 中 
Si 
en (CP, EO), 
= = 
= OF, E, (P;, E;O) 


由 于 EE,PiP 都 平行 于 Oy 轴 , 所 以 它们 都 通过 Oy 轴 上 的 无 穷 远 点 了 .,。 同 理 ,E,E， 
PsP 都 平行 于 Oz 轴 , 所 以 它们 都 通过 Oz 轴 上 的 无 穷 远 点 X。- ,如 图 6-3 所 示 。 因 此 有 
人 = (PE ,OX .,)， 


y = (P,E, ,OY。 ) 。 


6-2 图 6-3 


把 以 上 仿 射 坐标 系 的 新 理解 加 以 推广 , 即 取消 无 穷 远 直 线 的 特殊 性 ,在 一 维 射影 坐标 系 
的 基础 上 ,就 可 以 导出 射影 平面 上 射影 坐标 系 的 概念 。 

如 图 6-4 所 示 , 给 定 平面 上 1 个 三 点 形 OXY 与 不 在 OXY 三 边 上 的 一 个 定点 已 ,对 于 平 
面 上 任何 点 已 , 设 直线 YE ,YP 分 别 交 OX 于 EE, ,Pi ,直线 XE,XP 分 别 交 OY 于 Es,P;。 

定义 1.3 三 点 形 OXY 和 点 E 确定 一 个 二 维 射影 坐标 系 , 记 为 [O, X,Y; Ej], 其 中 
OXY 叫做 坐标 三 点 形 ,O,X,7, 已 这 4 个 点 都 叫做 基点 ,点 O 叫做 原点 ,点 巨 叫做 单位 点 。 

定义 1.4 如 果 记 z= 《PiEi ,OX) ,> 一 (PE ,OZ ,那么 把 有 序 实数 组 Cz,y) 叫 做 平面 
上 点 己 的 二 维 非 齐 次 射影 坐标 。 

由 该 定义 可 知 ,直线 OX 上 点 的 非 齐 次 射影 坐标 是 (z,0); 直线 OY 上 点 的 非 齐 次 射影 
坐标 是 (0,y); 而 直线 XY 上 的 点 没有 非 齐 射影 次 坐标 。 

为 了 讨论 直线 XY 上 点 的 坐标 ,我 们 再 引信 如 下 的 平面 上 点 的 齐 次 射影 坐标 。 

如 图 6-5 所 示 , 在 给 定 平面 上 任 取 无 三 点 共 线 的 4 点 A ,4: ,A:, 忆 ,这 样 的 4 点 构成 一 
个 射影 坐标 系 , 不 妨 记 为 [A ,A ,A，; E], 其 中 A,As,A; 是 坐标 三 点 形 ,点 已 是 单位 点 。 


6-4 图 6-5 


定义 1.5 设 点 为 平面 上 任意 一 点 ,如 果 点 巨 到 坐标 三 点 形 A1A;A, 三 边 的 距离 (有 
向 距离 ) 分 别 为 e1 ,ez ,es ,点 已 到 坐标 三 点 形 A;A:A;, 三 边 的 距离 分 别 为 pi ,加 ,加 ,规定 
Pi. Ps. ps 
: 一 一， (1-1) 


那么 把 有 序数 组 (zi ,zs zs) 叫做 点 已 的 二 维 齐 次 射影 坐标 。 
显然 ， 对 于 任 一 非 零 实数 P, 坐 标 为 (ozi 3 oT? OZ3a ) ,Zay2Z3a) 的 点 表示 的 是 同一 点 ， 
并 且 C0,0,0) 不 表示 任何 点 ,因为 没有 一 点 同时 使 p 二 pi 一 ps 一 0。 


由 于 式 (1-1) 可 得 


TT 
pi pz ps ” 
el 加 2 €3 
不 妨 设 比值 为 三 , 妈 
i 
by pp ps pp 
E1 e2 e3 
由 上 式 变形 ,可 得 
p p a 
xl pr i 


点 卫 在 直线 A;As 上 的 充 要 条 件 是 pi 一 0, 即 x = 二 0。 因 此 在 这 个 射影 坐标 系 下 ,坐标 三 
点 形 的 边 AsAs 的 方程 是 x =0; 类 似 地 ,有 AsAl 的 方程 是 zx; 二 0,AiAs 的 方程 是 x 二 0。 

注 在 前 面 的 仿 射 坐标 系 下 ,zs 一 0 表示 平面 上 的 无 穷 远 直 线 , 而 在 射影 坐标 系 下 ， 
zs 二 0 则 表示 坐标 三 点 形 的 第 三 边 。 

当 点 已 与 点 4: 重合 时 ,有 乌 一 名 一 0, 而 力 天 0, 从 而 x1 二 zs 二 0, 而 zi1 关 0。 因 此 , 坐 
标 三 点 形 的 第 一 个 顶点 A 的 齐 次 射影 坐标 是 (1,0,0); 类 似 地 ,有 顶点 As 的 齐 次 射影 坐标 
是 (0,1,0); 顶点 As 的 齐 次 射影 坐标 是 (0 ,0,1)。 

在 上 述 射影 坐标 的 定义 中 ,使 用 了 距离 的 概念 。 实 际 上 ,射影 坐标 是 可 以 用 射影 不 变 
量 一 一 交 比 来 表示 的 。 为 此 ,如 图 6-5 所 示 , 设 AP ,AiE (i 二 1,2,3) 与 坐标 三 点 形 中 A, 的 
对 边 相 交 于 点 P;,E;, 则 由 第 5 章 的 定理 4.8, 有 


Sin (AiA: ,Al Ei)sin (AiA, ,Al P.) 
(A,A; ,EP')= (AiA,A 4; ;Al EAiP;) = ee sin7 (AiAs ,AIEsinAA ,ALE 


类 似 地 ,有 
(A,sAl,E;P;) 一 Ta TX} 
(AiA; ,EsP;3) = zx1 :Ta。 
平面 上 二 维 射影 坐标 的 特例 。 


(1) 仿 射 坐标 ; 将 坐标 三 点 形 的 一 边 ,例如 4,A， 取 为 无 穷 远 直线 , 则 有 合 一 1, 此 时 平 


化 为 非 齐 次 射影 坐标 ,得 


TI__n _ZX:_p; 
i 上 机 [3 
Xa el 3 22 


如 图 6-6 所 示 ,过 点 正和 已 分 别 作 边 A;A, 和 
AsA: 的 平行 线 , 并 与 它们 分 别 相交 , 且 所 交 得 线段 
的 长 度 分 别 为 ee 和 p1,p2。 由 相似 三 角形 ,得 


人 
€l ei 
pd 
这 样 得 出 的 坐标 叫做 平面 上 点 的 仿 射 坐标 ,A;, 是 坐 图 6-6 


标 原点 , A,Al 是 二 轴 ,A:A4， 是 了 轴 ,点 E 是 单位 
点 。 由 于 点 五 可 以 随意 取 定 (只 需 不 在 z 轴 、y 轴 上 )，ei 与 22 或 ea 与 e2 可 以 不 相等 。 所 
以 仿 射 坐标 正 是 轴 上 刻度 单位 可 以 不 同 的 斜 角 坐 标 。 
(2) 笛 卡 儿 坐 标 : 这 种 坐标 可 以 看 成 仿 射 坐标 的 特例 , 即 选取 点 刁 时 ,使 me 一 e 或 ei 一 
ez ;把 e1 二 es 选 作 长 度 单位 , 便 有 
z=.p1, 
| = 力 ? ， 


2 射影 变换 


由 前 面 的 知识 可 知 ,点 列 和 线束 是 射影 平面 上 互 成 对 偶 的 一 维基 本 形 。 我 们 首先 研究 两 
个 一 维基 本 形 之 间 的 射影 对 应 ,再 研究 一 维基 本 形 到 自身 的 射影 变换 ,最 后 再 讨论 二 维 情况 。 


这 正 是 笛 卡 儿 坐 标 。 


2.1 透视 对 应 及 其 相关 概念 


2.1.1 点 列 与 线束 的 透视 对 应 


定义 2.1 线 东 SCa,6b,c,…) 与 不 通过 中 心 S 的 直线 ;相交 ,得 一 点 列 ;(A,B,C,…)， 
则 点 列 *(A,B,C,…) 叫 做 线 东 SCa,5,c,…) 在 直线 ;上 的 截 影 ,如 图 6-7 所 示 。 | 

对 偶 地 ,有 下 面 的 定义 。 

定义 2.2 点 列 *(4,B,C,…) 的 点 与 不 在 底 > 上 一 点 S 连接 ,得 一 线 东 SCa,b,c,…)， 


则 线束 SC(apc…) 叫 做 由 点 Ss 投射 到 s(A,B,C,…) 的 


线束 。 
在 图 6-7 中 ,以 点 S 为 中 心 的 线束 被 以 s 为 底 的 点 列 
截 得 的 截 影 为 


a—>A, b—B, c—C, 
在 图 6-7 中 ,从 点 列 ;(A,B,C,…) 到 线束 SCa,p， 
c,"…) 的 投影 为 
A—>a, B—>6b, Cc, «, 
定义 2.3 ”如果 点 列 sCA ,B,C,…) 是 线束 S(a,5,c,…) 在 直线 ;上 的 截 影 ,那么 这 个 截 
影 叫做 从 线 东 SC(a,5,c,…) 到 点 列 sC(A,B,C,…) 一 个 透视 对 应 , 记 为 
SCa,pc,…) RSA, B,C,.…), 
定义 2.4 如 果 两 个 点 列 与 同一 个 线束 成 透视 对 应 ,那么 这 两 个 点 列 叫做 透视 点 列 , 线 
东 中 心 叫 做 透视 中 心 ,两 点 列 中 同 在 线 东 的 一 条 直线 上 的 两 点 叫做 对 应 点 。 
如 图 6-8 所 示 , 线 东 SC(a,5,c,d,…) 分 别 在 直线 s 
和 s 上 的 截 影 ;CA ,B,C,D,…) 与 ; (A’,B’,C’,D’,…) 
成 透视 点 列 , 记 为 
s(A,B,C,D,") Ss (A’,B’,C’,D’,.…), 
其 中 点 S 为 透视 中 心 , 有 时 点 S 可 以 不 写 。 点 A,B， 
” C,DD 分 别 与 点 A',B',C',D' 是 对 应 点 。 
对 偶 地 ,有 下 面 的 定义 。 
图 6-8 定义 2.5 如 果 两 个 线 东 与 同一 点 列 成 透视 对 应 ， 
那么 这 两 个 线 东 叫做 透视 线束 ,点 列 的 底 叫 做 透视 轴 ， 
两 线 东 中 交 于 透视 轴 上 同一 点 的 一 对 直线 叫做 对 应 直线 。 
如 图 6-9 所 示 , 由 点 S 和 5S 分 别 投射 到 点 列 s(4,B,C,…) 所 得 的 两 个 线束 SCa ,pb， 
cj 与 Sa ,b,c ,…) 成 透视 线束 , 记 为 
S(asbscs") a Sa ,6b ,ce), 
其 中 点 列 ;CA,，B,C,…) 的 底 s 是 透视 轴 , 有 时 ;可 以 不 写 。 直 线 a,5,c 分 别 与 直线 a ,6 ,ce 
是 对 应 直线 。 
由 上 讨论 可 知 ,两 个 成 透视 对 应 的 点 列 , 其 中 对 应 点 的 连 线 必 共 点 ; 两 个 成 透视 对 应 的 
线束 ,其 对 应 线 的 交点 必 共 线 。 
注 显然 ,透视 关系 具有 对 称 性 ,但 是 它 不 具有 传递 性 ,如 图 6-10 所 示 ， 
SCA, BO) PF (A,B' ,CC,), s(A,B,C,) SYA, PB ,Ce), 
但 了 (4 ,BC ,…) 与 (CA,B',C',…) 不 能 保持 透视 关系 ,因为 它们 的 对 应 点 连 线 不 一 定 
共 点 。 


2.1.2 点 列 与 线束 的 射影 对 应 


定义 2.6 设 有 两 个 一 维基 本 形 ( 点 列 或 线束 )[ 引 与 [E], 若 存在 n 个 一 维基 本 形 [&]， 
[&j],…,[L&,], 使 得 


[6 A[&] ALé] A ALé,] ALé'], 

则 把 [条 与 [之 间 的 对 应 叫做 射影 对 应 , 记 为 [Ej 和 ^[& ] ,这 n 十 1 次 透视 对 应 形成 透视 链 , 如 
图 6-11 所 示 。 

由 定义 不 难看 出 ,射影 对 应 具有 以 下 人 性质: 

(1) 保持 一 一 对 应 关系 ; 

(2) 反 身 性 : [ 缮 和 [6 

(3) 对 称 性 : 若 [ 缮 和 Le ], 则 [L&] 和 AL 

(4) 传递 性 : 若 [ 缮 和 [8],[&] 和 Ce , 则 [引入 [Le]; 

《5) 车 [AL j, 则 [ 钉 A[ 和 ,但 反之 不 成 立 。 

由 于 交 比 经 过 中 心 射影 后 不 变 , 所 以 交 比 在 透视 对 应 下 也 不 变 。 

定理 2.1 两 个 点 列 间 的 一 一 对 应 是 射影 对 应 的 充 要 条 件 是 任何 4 对 对 应 点 的 交 比 
相等 。 

证 明 (必要 性 ) 射 影 对 应 是 由 连续 进行 的 透视 对 应 构成 的 ,而 透视 对 应 保持 交 比 不 变 ， 
所 以 射影 对 应 保持 交 比 不 变 。 | 

(充分 性 ) 如 图 6-12 所 示 , 设 (AB,CD) 二 (A’'B’,C'D') ,下面 通过 作 图 方法 ,构成 一 个 透 
视 对 应 链 。 : 

连接 AA“ ,在 直线 4AA' 上 取 点 S ,再 连接 SB,SC,SD, 过 点 4' 作 直线 ,分别 交 SB， 
SC,SD 于 点 BC ,D ,连接 BB' ,CC' 交 于 一 点 S' ,连接 SD” 交 1' 于 点 Di ,由 作 图 可 知 ， 

1A,B,C,D,*) AP(A’,B’,C,D,*…) AL CA’,B’,C,D,,…)., 

由 于 交 比 经 过 中 心 射影 后 不 变 , 所 以 有 


图 6-11 图 6-12 


(4B ,CD) = (A’B’,CD’) = (ABCD，) 。 
而 又 已 知 (AB,CD) 一 (4 ,CD ,所 以 可 得 
(4B“ CD = (4AB CD )。 

故 点 D' 和 点 Di 重合 。 

由 上 述 作 图 可 知 ,点 列 L(4,B,C,.D,…) 和 714 ,BC ,D'，…) 之 间 存 在 连续 的 透视 对 
应 ,所 以 它们 成 射影 对 应 。 

由 本 章 定理 2. 1 的 充分 性 证 明 可 知 ,通过 3 对 对 应 点 就 可 以 作出 这 个 透视 对 应 链 , 由 此 
可 得 如 下 定理 。 

定理 2.2 如 果 已 知 两 个 点 列 的 3 对 对 应 点 ,那么 可 以 唯一 决定 一 个 射影 对 应 , 即 射影 
对 应 被 3 对 对 应 点 唯一 确定 。 

例 1 求 射影 对 应 ,使 直线 * 上 坐标 分 别 为 0,1,2 的 三 点 A,B,C 依次 对 应 于 直线 上 
坐标 分 别 为 一 1,0, 一 2 的 三 点 4 ,B“ ,C' ; 并 求 出 直线 * 上 点 的 坐标 为 一 3 的 对 应 点 的 坐标 。 

解 ” 设 直线 * 上 任意 点 DC) 在 上 的 射影 对 应 点 为 了 (7) , 则 有 (4AB,CD) 一 (A'B'， 
CD“) ,利用 坐标 写 出 交 比 式 , 得 


(0 一 2)(1 一 i) -一 1 士 22(0 一 ) 
(0 一 和 (1 一 2) (一 1 一 1 7C0 二 27， 


故 所 求 的 射影 对 应 为 
3 人 十 4 一 委 ' 一 4 一 0。 
把 1 一 一 3 代 人 上 式 解 得 一 一 13。 


由 前 所 述 , 两 点 列 间 的 透视 对 应 一 定 是 射影 对 应 ,也 就 是 说 ,透视 对 应 是 射影 对 应 的 特 
殊 情况 ,那么 点 列 的 射影 对 应 具备 什么 条 件 时 , 才 是 透视 对 应 呢 ? 对 此 ,有 下 面 的 定理 。 

定理 2.3 如 果 两 个 异 底 点 列 间 的 射影 对 应 满足 它们 底 的 交点 是 自 对 应 点 ,那么 这 个 
射影 对 应 是 透视 对 应 。 

证 明 如 图 6-13 所 示 , 设 点 列 1(O,A,B,P,…) 和 2(O,A',B',P',…) 间 的 射影 对 应 
是 p, 底 !/ 和 底 7 的 交点 O 是 自 对 应 点 , 即 pCO) 二 O。 在 底 1 上 任 取 两 点 A,B, 它 们 在 底 1 上 
的 对 应 点 分 别 为 A’,B' ,连接 AA' ,BB 相交 于 点 S。 又 设 点 卫 为 :上 任意 一 点 , 设 其 在 /上 


的 对 应 点 为 P', 即 p(P) 王 已 ,由 本 章 定理 2.2 知 ,3 对 不 同 的 对 应 点 唯一 确定 一 个 射影 对 
应 , 则 p 可 由 OO,4A 一 4“ ,B~ 了 唯一 确定 ,而 这 3 对 对 应 点 可 视 为 以 点 S 为 透视 中 心 的 
透视 对 应 少 下 的 透视 对 应 点 。 设 内 P)= P, ,由 透视 对 应 必 是 射影 对 应 ,因此 有 % 一 p, 即 点 
也 与 点 也; 重合 ,所 以 ,p 是 以 点 S 为 透视 中 心 的 透视 对 应 。 

对 偶 地 ,如 图 6-14 所 示 , 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 


图 6-13 图 6-14 


定理 2.4 如 果 两 个 中 心 相 异 的 线束 间 的 射影 对 应 满足 它们 中 心 的 连 线 是 自 对 应 线 ， 
那么 这 个 射影 对 应 是 透视 对 应 。 

进一步 探讨 透视 对 应 与 射影 对 应 的 关系 ,可 以 得 出 下 面 的 结论 。 

定理 2.5 两 个 异 底 点 列 之 间 的 非 透 视 的 射影 对 应 , 必 可 分 解 为 两 个 透视 对 应 的 乘积 。 

证 明 如 图 6-15 所 示 , 设 LA,B,C,…)AL(A',B',C,…), 且 直线 1 与 1 的 交点 不 是 
自 对 应 点 , 即 此 射影 对 应 为 非 透视 对 应 , 设 4B' 门 AB=B,AC’ 门 A'C=CG, ,连接 BoCo 得 直 
线 4, 令 4 门 AA' 一 A,, 则 有 

1(A,B,C,") ES 1(Ah,,B, ,Co), 

且 


(A) 


Lo (A， ， Bo ,Co »***) L(A’,B’,C …)。 
所 以 


1CA,B,C,") AL CA BC )， 


即 已 分 解 成 为 两 个 透视 对 应 的 乘积 。 
这 种 分 解 的 方法 不 是 唯一 的 ,在 应 用 时 ,可 按 问题 的 要 求 选择 一 适当 的 方法 进行 分 解 。 


2.2 射影 变换 


2.2.1 一 维 射影 变换 


定义 2.7 如 果 在 同一 平面 上 两 个 同类 的 基本 形 ( 同 为 点 列 或 线 东 ) 是 同 底 的 或 同 中 心 
的 ,那么 叫做 重 本 的 基本 形 , 两 个 重 倒 的 一 维基 本 形 间 的 射影 对 应 叫做 一 维 射影 变换 。 
定理 2.6 重要 两 点 列 之 间 的 射影 变换 必 可 分 解 为 不 多 于 3 个 透视 对 应 的 乘积 。 
证 明 如 图 6-16 所 示 , 设 A,B,C,…)A 和 L(A',B',C',…), 直 线 / 关 1 ,有 目 Sg 1,1'。 设 
点 S 投射 到 2 所 成 的 线 东 SA',SB',SC' 在 4 上 的 截 影 为 A”,B",C”, 则 有 
1 (A,B’,C,…) S11(A’,B’,C’,.…). 


因而 
(CA BC) AlCA’,B’,C’,.…) ALCA,B,C,.…), 
所 以 
L(A’,B’,C,.…) AL(A,B,C，…)。 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 


(1) 若 二 (A,B”,C’,…)ALCA,B,C,…)， 
则 
1A,B,C,*) AL A,B’,O ,oe) RLCA',B’' ,CO ,.…), 
此 时 ,A,B,C,…)ALCA',B',C’,…) 已 分 解 为 两 个 透视 变换 的 乘积 。 
(2) 若 Z (4 ,BC DLA,B,C,…) 为 非 透 视 对 应 ,由 本 章 定理 2.5, 则 有 1, (A,， 
Bu, ,Co ,…) ,使 
LA,B,C) Eh (AosBo ,Cn) ELA, FP,C,-), 


所 以 


LA BC) 空 证 (A BC ) 空 六 (4 BC 和) 镁 9 1CA'， BC 。 

此 时 ,LCA,B,C,…)AL(A',B',C',…) 已 分 解 为 3 个 透视 变换 的 乘积 。 

关于 线束 的 透视 对 应 (变换 ) 与 射影 对 应 (变换 ) 的 结论 ,可 利用 对 偶 原 则 得 到 。 

例 2 已 知 两 异 底 点 列 的 射影 对 应 的 3 对 对 应 点 , 即 !(4,B,CJ)A7 CA’,B',C') , 求 作 直 
线 1 上 任意 一 点 DD 在 1 上 的 对 应 点 DD'。 

解 ” 本 例 可 进一步 表示 为 下 面 的 形式 。 

已 知 : 直线 上/ 上 的 四 点 4A,B,C,D 和 /上 三 点 ABC , 且 1A BC)NZ (A’,B’',C’), 

求 作 :; D'EL 使 1(A,B,C,D)AL CA BC ,D')。 

作法 : 如 图 6-17 所 示 ,连接 A'B,AB’,A’C,AC’, 令 A'‘BNMAB’=B,,A'CNnAC =C,，, 
连接 BoCo 得 直线 lo ,lo NMA‘D=D, ,连接 AD, 交 1 于 D',D' 就 是 所 求 作 的 点 。 


图 6-17 


下 面 证 明 D' 为 所 求 的 点 。 设 4 门 4A' 一 A , 则 
1(A,B,C,D) 空 0(CAo ,BC ,Do) 1A’, B,C,D'), 
所 以 
(4,B,C,D) A (CA BC,D)。 
因此 ,点 D' 为 所 求 作 的 点 。 

例 3 设 直线 1 上 有 三 个 相 异 点 妇 ,B,C, 且 直线 上 有 三 个 相 异 点 A',B’,C , 且 72mn7=O， 
AB'NMNA'B=B,,AC NA‘C=0,,B,C, Nl=D, BC NL =D ,. 求证 : 1(A, B,C,D,O)A 
LA’,B’,C’,O,D’)., 

证 明 如 图 6-18 所 示 , 记 直线 BoC, 为 4, 设 4 门 AA’ 一 A,。。 因 为 

1(A,B,C,D,O) 2 1 (Ao,Bo,C DD’) ELA’,B',C ,0,D'), 
所 以 
CA,B,C,D,O) Al (A’,B’,C’,O,D’), 

例 4 设 三 点 形 ABC 的 边 上 点 DD,D'; EE,E’; 下 ,下 分别 与 边 BC ,CA,AB 上 两 个 顶点 
构成 调和 组 。 求 证 下 列 三 组 直线 分 别 共 点 。 

(1) 下 已 ,BF BC; (2) FD,F'D’,CA; (3) DE,D’'E’,AB, 


6-18 


图 6-19 


同 理 有 ,(4B,FF“) 一 一 1, 从 而 (AC,EE ) 一 (4AB,FF) ,所 以 ， 
(A,C,E,E’) A(A,B,F,F’), 
因为 点 A 是 两 点 列 的 公共 点 , 且 为 自 对 应 点 ,由 本 章 定理 2. 3 得 
(A,C,E,E’) A(A,B,F,F), 
即 直线 BC,EF,E'F' 共 点 。 
同 理 , 可 证 (2) 和 (C3) 两 组 直线 也 分 别 共 点 。 
由 前 面 一 维 射 影 变换 的 定义 可 知 , 一 维 射影 变换 就 是 一 个 一 维基 本 形 到 自身 的 射影 


2.2.2 一 维 射影 变换 有 一 种 特殊 情况 一 一 对 合 


定义 2.8 在 两 个 重 秋 而 且 射 影 对 应 的 一 维基 本 形 里 ,如果 对 于 任何 元 素 , 无 论 看 做 属于 
第 一 基本 形 或 第 二 基本 形 , 它 的 对 应 元 素 是 一 样 的 ,那么 这 种 非 便 等 的 射影 变换 叫做 对 合 。 

由 此 说 明 ,在 对 合 对 应 中 ,每 对 对 应 元 素 中 的 每 个 元 素 归 人 哪 一 类 基本 形 都 可 以 。 

例 5 在 直线 ! 上 取 定 O 点 ,对 于 ! 上 任 一 点 Pi,, 取 P; 关于 点 O 的 对 称 点 P; 为 P; 的 


应 点 ,显然 P; KP; ,并 且 是 一 个 对 合 , 如 图 6-20 所 示 。 
例 6 如 图 6-21 所 示 , 两 个 共 中 心 线束 中 ,车 直线 4; 对 应 和 它 垂直 的 直线 11, 则 显然 4 
入 li, 并 且 是 一 个 对 合 。 


6-20 图 6-21 


定理 2.7 在 一 维 射 影 变 换 中 ,车 有 一 对 对 应 元 素 符合 对 合 条 件 , 则 这 个 射影 变换 一 定 
是 对 合 
证 明 ” 设 两 个 重 又 点 列 (P) 和 CP’), 有 (CP)A(P'), 又 设 P; 一 P' 符合 对 合 条 件 。 
在 CP) 中 任 取 一 点 P,, 其 对 应 点 为 P1, 设 Pi->P', 由 射影 定义 可 知 
(PP’ ,PP’) = (P’P,P'P’), 


由 交 比 性 质 ,得 
(PiP',P.P'‘) = (PP,,P'P,)。 
所 以 
(PIiP,,P'P’) = (P'P,,P'P,), 
由 此 得 
P’=P,, 
即 
也: 一 Pis 


由 此 说 明 点 列 的 任意 点 P; 也 符合 对 合 条 件 , 所 以 这 个 射影 变换 是 对 合 。 
2.2.3 二 维 射 影 变 换 


在 射影 平面 上 ,二 维基 本 形 指 的 是 平面 上 所 有 点 的 集合 和 平面 上 所 有 直线 的 集合 ,这 里 
我 们 主要 讨论 点 的 集合 到 点 的 集合 的 射影 对 应 和 射影 变换 。 

定义 2.9 ”射影 平面 上 所 有 点 的 集合 叫做 点 场 ,所 有 直线 的 集合 叫做 线 场 。 射 影 平面 
叫做 点 场 和 线 场 的 底 。 

定义 2.10 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 透视 对 应 是 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,使 得 
对 应 点 的 连 线 共 点 ,如 图 6-22 所 示 。 

定义 2.11 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,如 果 满 足下 列 条 件 : 

(1) 保持 点 和 直线 的 结合 性 ; 

(2) 任何 共 线 四 点 的 交 比 等 于 其 对 应 四 点 的 交 比 。 则 此 一 一 对 应 叫做 射影 对 应 。 


图 6-22 


同样 可 以 给 出 两 个 平面 上 的 直线 间 的 射影 对 应 的 定义 。 

两 个 平面 上 的 点 之 间或 直线 之 间 的 射影 对 应 是 同 素 对 应 (点 对 应 点 从 而 直线 对 应 直线 ， 
或 直线 对 应 直线 从 而 点 对 应 点 ) 。 通 常 我 们 只 讨论 点 到 点 间 的 同 素 对 应 ,由 射影 对 应 定义 可 
以 看 到 以 下 性 质 : 

(1) 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 透视 对 应 必 是 射影 对 应 ; 

《2) 若干 次 透视 对 应 (透视 链 ) 的 结果 必 是 射影 对 应 ， 

《3) 两 个 平面 上 的 点 之 间 的 射影 对 应 是 一 种 等 价 关系 。 

定义 2.12 在 本 章 定义 2. 11 中 ,如 果 两 个 对 应 平面 是 重合 的 ,那么 所 建立 的 射影 对 应 
叫做 该 平面 的 射影 变换 ,也 叫 二 维 射影 变换 。 

我 们 所 讨论 的 射影 对 应 和 射影 变换 ,一 般 都 具有 同 素性 ,简称 为 同 素 变 换 。 


3 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 和 帕 普 斯 定理 


3.1 一 维 射影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 


设 两 条 直线 1 与 1 之 间 由 三 对 对 应 点 A(a) 与 A'(a’),B(6) 与 B'(5),C(c) 与 C' (ec ) 建 
立 了 一 个 射影 对 应 ,于 是 ,对 于 任何 一 对 对 应 点 DCz) 与 D'Cx ) 有 
| (AB ,CD) = (A’B’,CD’), 
即 
AC.BD _ A’'C’. BD’ 
BC.AD BTC’ .AD7” 


也 即 


(ca)* (+6) _ (Ca) (x —b) 
(cb ra) (cb)e roa)’ 


整理 化 简 以 后 可 记 为 如 下 形式 


zzz 十 gr 十 rr 十 s 二 0， (3-1) 
其 中 pasr,s 是 用 a ,b,cya ,b,c 表示 的 常数 。 
由 式 (3-1) 解 出 x ,得 到 


/ Qnx 十 C12 QA11 C12 


9 
UziT 十 C22 


证 


天 0， (3-2) 


U21 422 
其 中 aa 一 一 gyat 二 一 s,az 二 p,azz 一 r+, 由 于 和,B,C 为 3 个 不 同 点 ,所 以 a 关 6b 关 c, 因 此 
ac 天 凡 了 ce。 

车 4 二 0, 则 直线 ! 上 的 点 都 对 应 于 直线 上 一 个 定点 ,这 就 不 是 一 一 对 应 了 。 

注 以 上 的 4 点 4,B,C,D 是 不 同 点 , 且 不 是 无 穷 远 点 。 对 于 无 穷 远 点 ,我 们 采用 齐 次 
射影 坐标 , 设 


Xl 4 we 
Se 
-2 Ts» 
代入 式 (3-2) ,得 
Q1ll ey 
这 Xz _ Qu ax 
za  ， 工 © an zi Farra” 
?a 二 十 az 人 2 
可 以 改写 成 
pz1 一 QT 十 a12x2 9 
/ (3-3) 
OZ 一 Q2121 十 azzZ2，， 
二 a 
其 中 P 隆 0( 因 (0,0) 不 表示 任何 点 ) ,a 9Q12 » A21 ,az 为 常数 , 且 A== 四 天 0。 
.| 221 G22 


例 1 一 维 射影 对 应 使 直线 1 上 三 点 4A(0) ,B(1) ,CC2) 顺 次 对 应 于 直线 /上 三 点 A'( 一 1)， 
B (0),C (一 2)。 求 这 个 射影 对 应 的 代数 表达 式 , 并 化 为 齐 次 坐标 式 , 再 求 出 直线 ! 上 无 穷 远 
点 的 对 应 点 。 

解 ” 设 所 求 射影 对 应 为 


rr CI 十 alz 
RS 
Qz21T 二 Qa22 


将 AC(0) 一 A'( 一 1),B(1)->B'(0),C(2)->C( 一 2) 代 入 上 式 , 得 


Ql 十 Cl i 


@21 十 Ca 


Za 十 ais 


一 一 2。 
2a2l 十 U22 


3aill 一 一 3alz 一 一 4asl 一 3422 


即 有 1 
U1 Ale * Q31 : Ag2 一 4:( 一 4) : (一 3) :4， 
故 所 求 射影 变换 的 非 齐 次 代数 表达 式 为 
| A 4 
”rtd 


从 而 该 射影 变换 的 齐 次 坐标 表达 式 为 


pxX1= 4zl — 4zx2, 
| ， 2 天 0。 
之 2 一 32Z1 十 4z?， 


将 直线 ! 上 无 穷 远 点 (1,0) 代 人 上 式 得 到 对 应 点 的 坐标 是 (4, 一 3) 。 
下 面 讨论 一 维 射影 变换 的 自 对 应 点 (不 动 点 ), 有 下 面 的 定理 。 
定理 3.1 直线 到 自身 的 非 恒 等 射影 变换 可 以 有 两 个 .一 个 或 没有 不 动 点 。 
证 明 设 直线 ! 到 自身 的 非 恒 等 射影 变换 为 
pz = anzi 十 aizza， 
| GalZ1 十 Qa22 TX2o 


车 点 (zl ,Xz ) 为 不 动 点 , 则 有 
全 = QZl 十 aizza， 


OZz2: 一 C211 十 Q22 Ta 。 
其 中 p 关 0, 可 以 将 上 式 改 写成 
{ — Oxi 十 Ql2 x2 一 0， 


C21Z1 十 《aazs 一 0)zs = 0。 
因为 zi ,zs 不 全 为 零 ,所 以 由 线性 方程 组 的 理论 , 知 


Cl po G12 


= 


Uz1 GQ2 Pp 
该 方程 叫做 一 维 射影 变换 的 特征 方程 ,化 简 得 
下 一 (aa 十 azz)o 十 (alias 一 azasl) 一 0， 
从 而 判别 式 为 
A 一 (az — an)’ 十 4aisazl 。 

可 以 分 为 下 列 三 种 情况 : 

(1 车 A<0,p 无 解 , 无 不 动 点 ,这 样 的 射影 变换 叫做 椭圆 型 射影 变换 ， 

(2) 车 A>0,p0 有 两 个 解 ， 因为 Ql11GQ22 ~ GQ12Q21 天 0, 所 以 有 两 个 非 零 解 , 把 每 个 pe 值 代 
入 可 解 得 一 个 不 动 点 ,共有 两 个 不 动 点 ,这 样 的 射影 变换 叫做 双 曲 型 射影 变换 ， 

(3) 若 4 一 0,o 有 一 个 解 ,可 得 一 个 不 动 点 ,这 样 的 射影 变换 叫做 抛物 型 射影 变换 。 

此 定理 告诉 我 们 ,一 维基 本 形 的 一 个 射影 变换 的 不 动 点 个 数 不 能 大 于 2; 如 果 一 个 射影 


变换 存在 3 个 不 动 点 , 则 这 个 变换 一 定 是 恒 等 变换 。 
例 2 判断 下 列 射影 变换 属于 什么 类 型 ? 若 有 不 动 点 , 求 出 不 动 点 的 坐标 。 


px 二 Xl 十 zz 9 px1 一 2Z1 十 2zsz， pz ZT Xs， 
(1) 1 (2) | (3) | 


pz2 一 一 3zl 十 2zaz; ozr2 一 3zl3 oz 一 Zi 十 3zz 。 
解 (1) 因为 ai 一 as 一 1,aa 一 一 3,az 一 2, 所 以 有 
A= (gz 一 ai)2 十 4alsasl 一 (2 一 1)2 十 4X1X( 一 3) = 一 11 一 0， 
所 以 该 变换 是 椭圆 型 射影 变换 ,没有 不 动 点 。 
(2) 因为 a1 二 1,aiwz 二 2,azi 二 3,azz 一 0, 所 以 有 i 
A= (gz —au)’ 二 4awar = (0—1)+4X2xX3= 25>0, 


所 以 该 变换 是 双 曲 型 射影 变换 ,共有 两 个 不 动 点 。 


pzX1 = Zi 二 2z2， 
1 ， 知 , 该 射影 变换 的 特征 方程 是 
OZ 一 321 
驻 一 0 一 6 一 0， 
pzl 一 Z1 十 2za， 
解 得 一 一 2 一 3 将 它们 分 别 代 人 | 中 解 得 两 个 不 动 点 的 坐标 是 (一 2,3) 
, zs 一 3Z1 
和 (1 ,1) 。 


” 《3) 因为 ai 一] 4 一 一 1,42 二 1, az 一 3 所 以 有 
| A= (az —an)’ th4avar = (3—1)?+4X(—1)x1=0, 
所 以 该 变换 是 抛物 型 射影 变换 ,有 一 个 不 动 点 。 


2 一 并 一 了 
af “ 知 ,该 射影 变换 的 特征 方程 是 


px? A 十 3zz 
(p—2)? = 0, 
OZ1 一 TI 一 工 


“中 解 得 不 动 点 的 坐标 是 (一 1,1) 


解 得 一 2 将 其 代 人 | 
OZ2 ee 十 3>z， 


3.2 二 维 射 影 对 应 (变换 ) 的 代数 表达 式 


前 面 我 们 从 元 素 点 本 身 定义 了 二 维 射影 变换 ,下 面 我 们 从 点 的 射影 坐标 再 给 出 二 维 射 
影 变换 的 定义 。 

定理 3.2 设 有 点 场 {X} 和 ({X'), 在 {X} 和 {X ) 上 分 别 建立 二 维 射影 坐标 系 (两 个 坐标 
系 可 以 相同 或 相 蜡 ) » {X} 上 的 点 X 的 坐标 为 (zi ,XT2 9T3) {X'} 上 的 点 X 的 坐标 为 (z4 2 9 
zs), 如 果 存 在 一 个 对 应 


oz2 一 Q21T1 十 Qa22 Ty 十 az3X3， 0 天 0， (3-4) 


/ 
上 alZ1 十 alizZs 十 alsZa， 


7 
OZ 3 一 4311 十 aazTs 十 assTZa， 


式 (3-4) 可 简 记 为 


3 
pz 一 Dlayr;, i= 1,2,3, 
j=1 


7 
Xl 

1 
.PpIX?2 
f 

TI3 


A= 


或 写成 矩阵 形式 


Tl 


一 4|zz|， 


Xs 


且 和 矩阵 


Q21  C22 Uz3 


Qa3l 032 G33 
是 非 奇 异 的 , 即 |4| 冯 0, 则 由 点 场 {X} 到 点 场 {X’} 的 这 种 对 应 是 一 一 对 应 。 
如 果 只 讨论 两 个 平面 上 的 普通 点 ,那么 式 (3-4) 还 可 以 写成 非 齐 次 射影 坐标 形式 


7 
Z1 CHIZ1 十 a1z Xz 十 aiss 


Xa 加 aal ZI 十 Qa32 Ts 十 Q33 Ts (3-5) 


” 
Za _ dax1 十 azzZzs tT qzs Ts 


rn o 
Ta aslZi 十 Qa32T2 十 da3T3 


定义 3.1 由 点 场 (X} 到 点 杨 {X'} 且 对 应 点 从 标 满足 


pi= Dyesss, 1 一 1，2,3 


(其 中 p 隆 0,14| 二 |as | 取 0) 的 对 应 叫做 点 场 {(X} 到 点 场 ( X } 的 二 维 射影 对 应 。 

当 点 场 {(X} 与 点 场 {X'} 是 同 底 的 , 即 它们 同 在 一 个 平面 上 ,该 二 维 射影 对 应 就 叫做 由 点 
场 {X} 到 自身 的 二 维 射 影 变换 。 

前 面 我 们 知道 3 对 对 应 点 可 以 决定 唯一 的 一 个 一 维 射影 变换 , 现在 来 证 明 二 维 射影 变 
换 也 有 类 似 的 定理 。 为 此 , 先 证 如 下 的 定理 。 

定理 3.3 使 3 个 基点 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) 和 单位 点 (1,1， 1 分 别 变 成 无 二 点 共 
线 的 4 点 Playazyas),P: (8 ppB)，P: (7 ya ys)， Po ,6;,6;) 的 射影 变换 有 且 只 有 一 
个 存在 。 

要 证 明 这 种 变换 存在 ,问题 在 于 能 否 找到 9 个 系数 a ,使 得 | si | 夭 0, 为 此 把 4 个 基点 
的 坐标 和 4 点 P;(i 二 1,2,3,4) 的 坐标 分 别 代 入 

人 = auZzi awxz 十 ais7s， 


/ 
oz 一 dT1 十 Qazz Xz 十 azsZas， PZ 0 


os 一 Q31Z1 十 aazTZa 十 ass7s - 


中 (并 注意 比例 因子 p 对 于 不 同 的 点 各 有 其 值 ) , 便 得 到 p 和 ay 所 满足 的 方程 组 
Da = auspah = a psy = an p61 = Ant a 十 a1s; 
aas 一 Qaz1 p02P: = dz yp0372 一 az3 0146s 一 al 十 Gas 十 a23; (3-6) 
piQgs 一 as1»p2Bs = aa 03Ys 一 4330463 = as1 十 aas 十 Q3s 4 
papzpap FF 0。 
由 此 可 知 , 如 果 决 定 了 pi ,ps ,os ,os 的 值 ,那么 az 也 就 决定 了 。 由 方程 组 (3-6) 消 去 ar 便 得 
出 piypos ,os yo 之 间 的 一 组 关系 。 
推论 ”在 平面 上 每 3 点 不 共 线 的 4 点 P;(i 二 1,2,3,4) 与 男 外 每 3 点 不 共 线 的 4 点 
PiG 一 1,2,3,4) 唯 一 确定 一 个 射影 变换 ,使 P, 一 PIG 一 1,2,3,4) 。 
例 3 求 一 射影 变换 ,使 得 点 (1,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(0,0,1) 分 别 变 成 对 应 点 (1， 
0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)., 
解 设 所 求 射影 变换 为 
pxX1= anzi 十 dazzZaz 十 aiaza， 
上- QaiX1 十 Q22 Tz 十 asZa， 
pz 一 Q31Z1 十 Qa32 Tz 十 a33 X36 
因为 (1,0,1) 一 (1,0,0) ,得 
0 一 al 十 Ci， 
= 02l 十 azs， 


0 一 aal 十 aas; 


0 一 alz 十 al， 
Pp: 一 22 十 azs， 


0 = asz 十 333 


因为 (0,1,1) 一 (0,1,0), 得 


因为 (1,1,1) 一 (0,0,1) ,得 
0 一 al 十 az ass, 
| 一 azl 十 azz 十 azs， 
03 一 Qa31 十 asz 十 ass; 
因为 (0,0,1) 一 (1,1,1), 得 
~ 4037 
[ 二 
pO4 一 43ss。 
所 以 
als = dzz 一 a33 一 po 


由 上 可 知 


aa 一 aa 十 ai， 0 一 al 十 az， 0 = asl 十 aas， 


0 一 aiz 十 als， Pz: = daz 十 azs， 0 = a3z 十 ass， 

0 一 an 十 as 十 aa， 0 = as 十 az 十 azs， ea = G31 十 aaz 十 aas， 

p+ 一 al， P 一 2za， pr 一 asa。 
从 第 一 组 方程 可 得 

2a1 一 0， a 一 一 41s 一 一 Ai 一 一 px; 
若 取 wm 一 一 1, 则 从 第 二 组 方程 可 得 
azz 0, 43al 一 一 42 一 一 0 一 1; 
从 第 三 组 方程 可 得 
aa =p 一 1， aal 一 一 ass 一 1， aa 一 一 as 一 1。 
故 所 求 的 射影 变换 为 


pz1 一 zz 一 2a， 
|=- 1 
pzS 一 zl 十 za — Zr。 
3 
下 面 讨论 二 维 射影 变换 的 自 对 应 元 素 。 设 点 (zi ,zs ,zs) 是 射影 变换 pz!=- 了 Yayz, (i 一 
j=1 
1,2,3) 的 不 动 点 ( 自 对 应 点 ), 则 有 
PX1 一 Q11Z1 十 aizza 十 alaza， 
区 一 azlZl 十 asia 十 azsZ3， 


PTs 一 ad31XT1 十 a3z rz 十 assZa， 


Uz1Tl 十 (az2 — px 十 Qzs XT3 0 ， (3-7) 
aalZ1 十 Qs2 Ts 十 (ass — pzs 一 0。 


因为 过 1 2 9，T3 不 全 为 零 , 所 以 有 


| — px 十 Qi2 Xz 十 a13 za 一 0， 


Q1 一 0 C12 C13 
Q31 422 0 Q23 一 0。 
Q31 Ca32 a 一 0 


该 方程 叫做 二 维 射影 变换 的 特征 方程 ,从 特征 方程 中 解 出 的 po 值 ,再 代入 式 (3-7) 求 出 不 动 
点 的 坐标 。 

由 本 章 定义 3. 1 不 难看 出 ,由 任何 3 点 都 不 共 线 的 4 对 对 应 点 可 以 唯一 确定 一 个 二 维 
射影 变换 。 因 此 射影 变换 的 不 共 线 的 不 动 点 至 多 有 3 个 ,如 果 有 4 个 每 3 点 都 不 共 线 的 不 
动 点 ,那么 这 个 射影 变换 必定 是 恒 等 变换 。 


pz 一 3zi 一 Zas， 
例 4 RN 
pz 一 一 zl 十 3xzs 
解 ” 由 特征 方程 
3—p 0 一 站 
一 1 4 一 一 1 
三 
解 得 特征 根 是 2 和 4, 把 po 一 2 代入 方程 组 
| 一 ts 一 0， 


一 之 1 二 (4 一 p)z 一 3 一 0， 
一 Zi 十 (3 一 o)zs 一 0， 


一 2 十 (4 一 2)zs 一 2s 
| 十 (3 一 2)zs 一 0。 
解 出 不 动 点 的 坐标 是 (1,1,1)。 
再 将 po 二 4 代入 方程 组 


| 
© 
5 


re 一 Za 一 0， 


= (p—2)(p—4)’=0, 


《3 一 2)2a 一 Zas 一 0， 
区 十 (4 一 p)zs 一 Ts 一 0， 
一 21 十 (3 一 p)zs 一 0， 
得 三 个 方程 都 是 z: 十 zs 一 0, 即 直线 zi: 十 zi 一 0 上 的 所 有 点 都 是 不 动 点 ,我们 也 把 该 直线 叫 
做 此 射影 变换 的 不 动 直线 。 
3.3 帕 善 斯 定理 


定理 3.4( 帕 普 斯 定理 ) 设 点 A,B,C 是 直线 1 上 的 三 个 相 异 点 ,点 A’,B',C' 是 1( 异 


于 人 上 的 三 个 相 异 点 , 且 6 点 均 不 是 1 与 1 的 交点 ， 
/与 /是 共 面 直线 , 若 BC' 站 BC 一 X,CA'mC'A= 
Y,AB’ 门 A4'B==Z, 则 点 鲜 ,Y,Z 必 共 线 。 

证 明 如 图 6-23 所 示 , 设 in! =M,A’B 门 
AC’=D,A'CNBC’=E, 则 
(A’,Z,D,B) 2 (A’,B’,C’,M) 2 (E,X,C’,B), 
所 以 

(A’,Z,D,B) 和 CE,X,C',B) 。 


在 这 个 射影 对 应 中 ,两 点 列 底 的 交点 B 为 自 对 


6-23 


应 点 ,由 本 章 定理 2.3 有 
(A’,Z,D,B) A(E,X,C’,B), 

”由 透视 对 应 定义 可 知 ,AE',ZX,DC' 三 线 共 点 ,而 A'ENMDC =Y, 则 直线 XZ 通过 点 

Y, 即 点 X,Y 了 ,2Z 共 线 。 
XYZ 这 条 直线 叫做 帕 普 斯 线 。 由 本 章 定理 3.4 知 ,由 两 个 三 点 组 (A,B,C) 与 (4',B',C) 

可 得 到 一 条 帕 普 斯 线 。 这 两 组 点 的 对 应 并 没有 假定 什么 特别 的 规律 ,也 就 是 说 ,可 以 任意 予以 
指定 。 我 们 可 以 改变 其 中 一 组 的 顺序 ,例如 (A,B,C) 与 (4A',B' ,C)。 由 本 章 定理 3.4 又 可 得 
出 第 二 条 帕 普 斯 线 。 因 此 在 两 条 直线 上 任 取 3 个 相 异 点 可 以 构成 不 同 的 帕 普 斯 线 共 有 6 条 。 


4 变换 群 与 几何 学 的 关系 


4.1 平面 上 的 几 个 重要 变换 群 


按 变换 群 的 定义 ,我 们 可 以 证 明 以 下 几 种 变换 群 的 结论 : 
定理 4,1 欧 氏 平面 上 所 有 绕 定 点 的 旋转 变换 的 集合 构成 群 , 叫 做 旋转 变换 群 , 记 为 
及 , 且 尺 的 维 数 是 1 。 
”定理 4.2 欧 氏 平面 上 所 有 平移 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 平移 变换 群 , 记 为 TT, 且 工 的 
维 数 是 2。 
定理 4.3 欧 氏 平面 上 所 有 正 交 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 正 交 变 换 群 , 记 为 M, 且 M 的 
维 数 是 3。. | | 
定理 4.4 平面 上 所 有 相似 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 相似 变换 群 , 记 为 5, 且 S 的 维 数 
是 4。 
定理 4.5 仿 射 平面 上 所 有 仿 射 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 仿 射 变换 群 , 记 为 A, 有 目 A 的 
维 数 是 6。 | 
定理 4.6 射影 平面 上 所 有 射影 变换 的 集合 构成 群 ,叫做 射影 变换 群 , 记 为 P, 且 PP 的 
维 数 是 8。 
至 此 ,我 们 得 到 平面 上 的 6 个 变换 群 ,旋转 变换 群 尺 .平移 变换 群 工 . 正 交 变换 群 M. 相 
似 变换 群 S、 仿 射 变换 群 A 和 射影 变换 群 P ,就 群 的 大 小 而 言 ,它们 之 间 的 关系 是 
RCOCTCMCSCACP, 


4.2 欧 民 几何 与 欧 民 群 


我 们 在 中 学 学 过 的 几何 属于 欧 氏 几何 的 范围 ,这 种 几何 学 的 基本 内 容 是 伟大 的 希腊 数 
学 家 欧 几 里 得 于 公元 前 3 世纪 在 不 朽 著作 几何 (原本 ) 中 整理 出 来 的 。 欧 氏 几 何 研究 的 长 


度 、. 角 度 .面积 .体积 等 主要 内 容 都 是 与 图 形 的 特定 位 置 无 关 的 性 质 , 即 当 图 形 从 一 个 位 置 运 
动 到 另 一 个 位 置 后 ,不 发 生 改 变 的 性 质 。 欧 氏 几 何 研究 的 “全 等 形 ”, 就 是 经 过 “运动 ”后 可 以 
重 亚 的 图 形 。 这 就 是 说 , 欧 氏 几何 研究 的 对 象 与 “运动 ”联系 在 一 起 。 我 们 知道 ,平面 上 的 全 
体 运动 的 集合 构成 欧 氏 群 。 刚 才 的 分 析 告 诉 我 们 , 欧 氏 几何 研究 的 图 形 性 质 是 经 欧 氏 群 的 
变换 作用 后 不 变 的 性 质 和 量 。 如 果 我 们 将 网 氏 群 的 变换 作用 后 能 重 符 的 图 形 叫 做 等 价 的 图 
形 ,并 把 等 价 的 图 形 看 作 一 类 , 则 欧 氏 几何 的 “全 等 形 ” 来 自 于 按 欧 氏 群 对 图 形 的 分 类 。 


4.3 克 莱 因 变换 群 观点 简介 


19 世纪 中 叶 ,德国 数学 家 克 莱 因 分 析 了 欧 氏 几何 与 欧 氏 群 的 上 述 关系 后 发 现 ,只 要 我 
们 给 出 一 个 集合 作为 欧 氏 平面 ,再 在 其 上 给 出 欧 氏 变换 群 , 则 欧 氏 几何 只 不 过 是 欧 氏 平面 上 
的 图 形 经 欧 氏 群 的 变换 作用 后 ,获得 的 不 变性 质 . 不 变量 和 图 形 分 类 命题 的 集合 。 

克 莱 因 总 结 并 推广 了 上 述 思想 ,于 1872 年 在 德国 埃 尔 朗 根 大 学 作 了 题 为 《近世 几何 学 
研究 的 比较 评论 ) 的 报告 ,在 报告 中 首先 提出 了 几何 学 与 变换 群 关系 的 思想 ,对 几何 学 的 发 
展 起 了 巨大 的 推动 作用 。 后 人 称 此 报告 为 埃 尔 朗 根 纲领 ,也 称 为 克 莱 因 观点 。 

以 下 介绍 这 种 几何 学 的 群 论 观点 。 

给 出 集合 S 和 S 上 的 一 个 变换 群 G, 配 对 (S,G) 叫 做 空间 ,S 的 子 集 叫做 此 空间 的 图 
形 。 对 于 S 中 的 两 个 图 形 A 与 B, 如 果 在 变换 G 中 有 一 个 变换 了 ,使 得 T(4)= 忆 , 则 称 A 
与 B 有 关系 ,用 记号 AsB 表示 ,可 以 证 明 该 关系 “^” 是 一 种 等 价 关系 , 即 ， 

(1) 任 给 子 集 与 本 身 等 价 ( 反 身 性 ); 

(2) 若 子 集 A 与 子 集 B 等 价 , 则 子 集 B 必 与 子 集 A 等 价 (对 称 性 ); 

(3) 若 子 集 4 与 子 集 B 等 价 , 子 集 B 与 子 集 C 等 价 , 则 子 集 A 必 与 子 集 C 等 价 ( 传 
递 人 性 )。 

由 于 “~~” 是 一 等 价 关系 ,因此 它 可 以 确定 集合 S 的 一 个 分 类 方法 ,凡是 等 价 的 子 集 都 
属于 同一 类 ,不 等 价 的 子 集 属于 不 同 的 分 类 ,集合 S 的 每 一 元 素 恰 属于 一 类 。 亦 即 , 凡 是 等 
价 的 图 形 属 于 同一 个 等 价 类 ,不 等 价 的 图 形 属于 不 同 的 类 ,于 是 同一 类 里 的 一 切 图 形 所 共有 
的 几何 性 质 和 几何 量 必 是 在 变换 群 下 的 不 变性 质 和 不 变 的 量 ; 反之 ,图 形 在 变换 群 中 一 切 
变换 下 的 不 变性 质 和 不 变量 , 必 是 同一 个 等 价 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 。 因 此 ,可 以 用 变 
换 群 去 研究 相应 的 几何 学 ,这 就 是 克 莱 因 的 几何 学 的 群 论 观 点 。 

综 上 所 述 , 对 于 空间 (S,G) 而 言 , 研 究 图 形 关于 群 下 的 不 变性 质 和 不 变量 以 及 图 形 分 类 
的 所 有 命题 的 集合 ,叫做 集合 S 上 群 G 附属 的 几何 学 ,而 空间 的 维 数 就 叫做 几何 学 的 维 数 ， 
且 把 此 群 叫做 该 几何 学 所 对 应 的 变换 群 。 有 一 个 变换 群 就 相应 地 有 一 种 研究 在 此 群 作用 下 
不 变性 质 理论 的 几何 学 。 

例如 , 欧 氏 平面 上 正 交 变 换 构成 群 ,所 以 正 交 变 换 具有 下 列 3 个 性 质 

《1) 恒 等 变 换 是 正 交 变 换 ; 


(2) 正 交 变换 的 逆 变 换 是 正 交 变 换 ， 

(3) 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变 换 。 

因此 ,根据 前 面 的 讨论 ,可 以 利用 正 交 变 换 建立 合同 的 概念 , 即 一 个 图 形 与 经 过 正 交 变 
换 所 得 到 的 对 应 图 形 是 合同 的 。 由 此 可 推出 合同 具有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 ,因而 合同 关 
系 是 一 种 等 价 关系 , 它 可 将 平面 上 所 有 的 图 形 分 类 ,凡是 合同 的 图 形 属于 同一 等 价 类 , 欧 氏 
几何 是 研究 等 价 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 ,图 形 关于 正 交 变 换 群 下 的 不 变性 质 构 成 的 命 
题 系统 就 是 欧 氏 几何 学 。 同 理 , 在 仿 射 变换 群 下 图 形 的 不 变性 质 构 成 的 命题 系统 就 是 仿 射 
几何 学 ; 在 射影 变换 群 下 图 形 的 不 变性 质 构 成 的 命题 系统 就 是 射影 几何 学 。 

一 百 多 年 来 数学 的 发 展 说 明了 克 莱 因 用 变换 群 刻画 几何 学 的 观点 在 近代 几何 领域 起 了 
很 大 作用 , 它 使 各 种 几何 学 化 为 统一 的 形式 ,因而 得 到 对 立 事物 的 某 种 统一 ,同时 又 明确 了 
各 种 几何 所 研究 的 对 象 ; 它 给 出 了 一 般 抽象 空间 所 对 应 几何 学 的 一 种 方法 ,建立 了 多 种 几 
何 学 ,如 代数 几何 \ 保 形 几 何 及 拓扑 学 等 , 克 莱 因 的 观点 支配 了 从 他 以 来 近 半 个 世纪 所 有 几 
何 学 的 研究 。 


4.4 射影 几何 . 仿 射 几何 和 欧 民 几何 间 的 比较 


克 莱 因 用 群 论 的 观点 给 出 几何 学 的 定义 ,不 但 指出 了 各 种 几何 学 的 研究 范围 ,而 且 
还 有 助 于 我 们 弄 清楚 它们 之 间 的 联系 ,下 面 就 射影 几何 、 仿 射 几 何 和 欧 氏 几何 进行 简略 
的 比较 。 

设 G 是 集合 S 的 一 个 变换 群 ,Gi 是 G 的 子 群 ,G 和 Gi 所 对 应 的 几何 分 别 为 A 和 Ai， 
因为 G1,CG, 故 凡是 对 于 G 不 变 的 性 质 必 对 Gi 不 变 ,因此 A 中 的 一 个 定理 一 定 是 Ai 中 的 
一 个 定理 ; 反之 ,Al 中 的 一 个 定理 不 一 定 是 A 中 的 一 个 定理 ,我 们 把 几何 学 4, 叫做 几何 学 
4 的 一 个 子 几何 学 。 由 变换 群 大 小 与 它 所 对 应 的 几何 内 容 的 多 少 之 间 的 关系 知道 , 越 小 的 
子 群 它 所 对 应 的 子 几何 内 容 越 丰富 。 

在 射影 变换 群 作用 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫做 射影 性 质 和 射影 不 变量 ,例如 
同 素 性 ,结合 性 和 交 比 等 。 这 是 射影 几何 研究 的 内 容 。 

在 仿 射 变换 群 作用 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫 做 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 ,例如 
平行 性 . 单 比 等 。 仿 射 变换 保持 单 比 不 变 , 当然 就 保持 交 比 不 变 。 因 此 射影 性 质 与 射影 不 变 
量 一 定 是 仿 射 性 质 与 仿 射 不 变量 , 故 仿 射 几何 内 容 比 射影 几何 内 容 更 丰富 , 它 是 射影 几何 的 
子 几 何 。 

在 正 交 变 换 群 作用 下 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫做 度量 性 质 和 度量 不 变量 ,例如 
长 度 、 角 度 等 。 射 影 性 质 与 仿 射 性 质 ,射影 不 变量 与 仿 射 不 变量 同时 也 是 度量 性 质 和 度量 不 
变量 。 与 正 交 变换 群 相 对 应 的 几何 学 是 欧 氏 几何 学 , 它 是 仿 射 几何 、 射 影 几 何 的 子 几何 。 

我 们 知道 上 述 3 个 变换 群 大 小 的 关系 为 

射影 变换 群 忆 仿 射 变换 群 忆 正 交 变换 群 。 


但 是 就 它们 所 对 应 的 几何 学 内 容 的 丰富 性 而 言 其 关系 却 是 
射影 几何 己 仿 射 几何 己 欧 氏 几 何 。 

由 此 可 见 , 射 影 几 何 内 容 最 少 , 欧 氏 几何 内 容 最 丰富 , 欧 氏 几何 是 仿 射 几何 及 射影 几何 
的 子 几何 ,在 欧 氏 几何 中 可 以 讨论 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 以 及 射影 性 质 和 射影 不 变量 , 同 理 
在 仿 射 几何 中 也 可 以 讨论 射影 性 质 和 射影 不 变量 ; 但 反 过 来 ,在 射影 几何 里 则 不 能 讨论 仿 
射 性 质 和 仿 射 不 变量 以 及 与 度量 有 关 的 性 质 和 不 变量 ,因为 这 些 性 质 在 一 般 射 影 变换 的 作 
用 下 是 不 保持 的 。 同 样 ,在 仿 射 几何 里 也 不 能 讨论 与 度量 有 关 的 性 质 和 不 变量 。 

一 般 地 ,变换 群 越 大 , 则 它 所 对 应 的 几何 学 研究 对 象 就 越 少 。 因 为 一 个 变换 群 所 包含 的 
变换 越 多 , 则 对 于 所 有 这 些 变换 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 越 少 ,因而 可 以 研究 的 对 象 就 越 
少 ,而 适应 的 范围 却 越 广 ,因为 这 些 研 究 对 象 在 它 的 子 群 所 对 应 的 子 几 何 中 可 以 讨论 。 

为 了 便于 将 射影 几何 、 仿 射 几何 、 欧 氏 几 何 加 以 比较 ,如 表 6-1 所 示 。 


天 6-1 射影 几何 , 仿 射 几何 、 欧 氏 几 何 的 比较 


相应 的 变换 群 正 交 群 
XxX’ 一 az 十 aizy 十 ais， ， 
TX 一 Zcosg 一 sysing 十 a， 
a 21 22y 十 Qss， 
变换 式 人 y = zsing 十 sycos0 十 5， 
eh se et1 
GQ21 Uzz 
参数 数目 3 
研究 对 象 度量 性 质 
度量 不 变量 
基本 不 变性 合 赔 性 
基本 不 变量 距离 
基本 不 变 图 形 


练 习 56 


1. 在 直线 上 取 笛 卡 儿 坐标 分 别 为 2,0, 一 3 的 三 点 作为 射影 坐标 系 的 Ai , A, ,下 。 

(1) 求 此 直线 上 任意 一 点 了 笛 卡 儿 坐 标 xz 与 射影 坐标 间 的 关系 ; 

(2) 问 是 否 存 在 有 两 种 坐标 相等 的 点 ? 

2. 求证 : 如 果 一 维 射影 对 应 使 直线 ;上 的 无 穷 远 点 对 应 直线 1 上 的 无 穷 远 点 , 则 这 个 
对 应 一 定 是 仿 射 对 应 。 

3， 如 果 三 点 形 ABC 的 边 BC ,CA,AB 分 别 通过 在 同一 条 直线 的 三 点 P,Q,R, 又 顶点 


B,C 各 在 一 条 定 直线 上 。 求 证 : 顶点 A 也 在 一 条 定 直 线 上 。 
4. 设 4a,5,c,4d 是 通过 点 P 的 4 条 不 同 直线 ,建立 一 个 射影 对 应 ,使 得 
Pla,b,c,d) AP(b,a,d,c). 

5. 设 (AB,CD)== 一 3, 点 C 是 线段 4B 偏 于 点 A 的 三 等 分 点 , 求 作 点 DD。 

6. 设 两 条 直线 / ,ls 交 于 点 O, 两 定点 S1 ,Sz 与 点 O 共 线 , 动 直线 通过 另 一 定点 M, 分 
别 与 直线 2 ,ls 交 于 点 4 ,A: 。 求 证 : 直线 S1Ai 与 SAs 交点 的 轨迹 是 一 条 直线 。 

7, 设 直线 /上 的 点 已 (0),Ps (1),Ps: (2) 经 过 射影 对 应 顺 次 对 应 直线 上 的 点 Pi (一 1)， 
Pz(0),P3( 一 2)。 求 射影 对 应 式 , 并 化 为 齐 次 坐标 式 ; 求 出 直线 1 及 直线 上 上 无 穷 远 点 的 对 
应 点 。 

8. 求 直线 ! 到 自身 的 射影 变换 式 , 使 得 P (0) ,P:(1) ,P- 分 别 对 应 点 P1(1) ,P,P (C0)。 

9. 求证 : 如 果 一 维 射 影 对 应 使 得 一 点 列 上 的 无 穷 远 点 对 应 于 另 一 点 列 上 的 无 穷 远 点 
时 ,那么 这 个 对 应 一 定 是 仿 射 对 应 。 

10. 求 射 影 对 应 , 它 将 直线 ! 上 坐标 为 (1,0),( 一 1,1),(2,1) 的 三 点 依次 变 为 直线 ”上 
坐标 为 (0,1),(1,2),(4,1) 的 三 点 。 并 求 在 此 射影 对 应 下 ,直线 !/ 上 点 (1,1) 的 像 点 ,直线 忆 
上 点 (1,1) 的 原 像 点 。 


11. 已 知 Oz 轴 上 的 射影 变换 式 为 zx = ?于 , 试 求 坐标 原点 和 无 穷 远 点 的 对 


应 点 。 
12. 已 知 射影 坐标 变换 式 


px’ 一 2z1 一 4za， 
( 一 1 ZX, 
求 每 个 坐标 系 的 三 个 基点 在 另 一 个 坐标 系 下 的 坐标 。 
13, 将 非 齐 次 坐标 表示 的 射影 变换 式 为 zx (一生 2 十 和 表示 成 齐 次 坐标 式 ,并 求 直 线 上 
无 穷 远 点 的 像 点 ,以 及 无 穷 远 点 的 原 像 点 。 
14. 设 一 条 直线 上 点 的 射影 变换 式 为 x 


两 个 自 对 应 点 与 任意 一 对 对 应 ;上 的 奖 比 是 常数 。 

15. 求 射影 变换 式 ,使 得 直线 上 以 0,1 为 坐标 的 点 及 无 穷 远 点 顺 次 对 应 以 一 1,0,1 为 坐 
标的 点 ,并 判断 此 射影 变换 的 类 型 。 

16. 求 一 射影 变换 ,使 得 点 (2,1,1),(1,2, 一 1),(1, 一 1,3),(4,2,3) 顺 次 对 应 点 (1， 
一 1,2),(0,1, 一 2),(3,1, 一 4)，(1,0, 一 2)。 
”17. 求 下 列 射影 变换 不 动 点 的 坐标 ， 

pz 一 盖 一 2z2， oz 一 z 十 2zs， 
| | 


一 3 于 2。 证明, 直线 上 有 两 个 自 对 应 点 , 且 这 


Ca 
pz 一 3Z1 一 Zaz; 


18. 求 下 列 射影 变换 的 不 动 点 的 坐标 : 
pz 一 zl 十 Za， oz 一 4z1: 一 Ta， 
(1) [ei ， (2) | =6zx1—3xz, 
pr3— za; pz3 一 Zi 一 za 一 Za。 
19. 指出 下 列 几 何 性 质 各 是 哪 种 几何 (最 大 的 九 何 , 即 该 几何 所 对 应 的 变换 群 最 大 ) 的 
讨论 对 象 ? 
(1) 平行 ; (2) 垂直 ; 
(3) 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ; (4) 图 形 相似 ; 
(5) 共 点 线 或 共 线 点 。 
20. 下 列 所 说 的 各 种 名 称 或 定理 中 哪些 属于 射影 几何 ,哪些 属于 仿 射 几何 ,哪些 属于 网 
氏 几 何 ? 
(1) 梯形 ; (2) 正方 形 ; 
(3) 三 角形 的 垂 心 ; (4) 三 角形 的 重心 ; 
(5) 在 平面 上 无 三 线 共 点 的 4 条 直线 有 6 个 交点 ; “〔6) 德 萨 格 定理 。 


一 次 曲线 的 性 质 与 分 类 


在 第 3 章 中 ,我 们 在 欧 氏 平面 上 ,利用 正 交 变换 ,已 经 对 二 次 曲线 的 度量 性 质 与 分 类 进 
行 了 讨论 。 本 章 则 将 在 射影 平面 与 仿 射 平面 上 进行 讨论 ,首先 给 出 二 次 曲线 的 定义 ,然后 分 
别 在 射影 变换 与 仿 射 变换 下 讨论 二 次 曲线 的 性 质 与 分 类 。 


1 二 次 曲线 的 射影 性 质 


本 节 首 先 给 出 二 次 曲线 的 射影 定义 ,然后 讨论 在 射影 变换 下 二 次 曲线 的 射影 性 质 ,最 后 
主要 对 用 点 坐标 表示 的 二 阶 曲线 进行 射影 分 类 ,对 于 用 线 坐标 表示 的 二 级 曲线 的 射影 分 类 
可 以 对 偶 地 推广 。 


1.1 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 定义 


定义 1.1 在 射影 平面 上 , 齐 次 射影 坐标 (zl,zs zs ) 满 足 三 元 二 次 方程 
aunzx? 十 az 十 aa3zt 十 2aizzizs 十 2atzlzs 十 2a2zszs 一 0 (1-1) 
的 点 的 集合 叫做 射影 平面 上 的 二 阶 曲线 。 在 方程 (1-1) 中 ,系数 a5 为 实数 且 至 少 有 一 个 不 
为 零 ,方程 (1-1) 叫 做 射影 平面 上 的 二 阶 曲线 的 方程 。 
由 定义 1.1 知 ,二 阶 曲 线 的 方程 是 一 个 二 次 齐 次 方程 。 
方程 (1-1) 可 简写 成 


Dy aszirs 二 0， 其 中 day 一 Qjo 
方程 (1-1) 也 可 以 表示 成 如 下 的 矩阵 形式 


(ZX1 Zz xX3) = 0， (1-2) 


Ql1 Cl12 Ql3 
G21 Ud22 U23 


dQ31 432 G33) (Xa 
其 中 和 矩阵 4 一 (az ) 叫 做 二 阶 曲线 (1-1) 的 系数 矩阵 ,141 或 1ay | 表示 系数 行列 式 , 且 ay =a;。 
定理 1.1 如 果 有 两 个 不 同 中 心 的 射影 对 应 线束 ,那么 对 应 直线 的 交点 连同 这 两 个 线 
东 的 中 心 构成 一 条 二 阶 曲线 。 
证 明 设 两 个 线束 的 方程 分 别 为 
4 十 妨 二 0，a’ 十 46' = 0， 
其 中 a,5,a',b' 都 是 x1 ,zs ,zs 的 一 次 齐 次 式 。 由 于 它们 成 射影 对 应 ,所 以 4,X 满足 


4 一 auA 十 aiz QI Qi2 0 
CQ21 从 十 G22 G21 22 
由 两 线束 方程 得 
= we a” 
A 二 b 9 从 
把 它们 代入 上 式 得 
es a’” 一 011Q 十 azp 
07 一 aiQ& 十 azzb7 
或 


a’ (azsb — ara) tb (awb— ana) 一 0。 

上 式 左 端 是 xi ,zz ,zs 的 二 次 齐 次 式 。 所 以 按 定义 两 射影 线束 对 应 线 交点 的 轨迹 是 一 条 二 
阶 曲线 。 并 且 a=0,5=0 满足 上 式 方 程 , 即 第 一 线束 中 心 是 二 阶 曲线 上 的 点 。 同 理 w“ 一 0， 
1 一 0 也 满足 上 式 方 程 , 即 第 二 线束 中 心 也 是 二 阶 曲 线 上 的 点 。 

此 定理 的 道 定理 也 成 立 , 即 “任何 一 条 二 阶 曲线 都 可 以 看 成 是 由 两 个 成 射影 对 应 的 线束 
对 应 直线 的 交点 连同 这 两 个 线束 的 中 心 所 构成 的 ”。 

在 此 定理 中 ,形成 二 阶 曲线 的 两 个 射影 对 应 线 东 的 中 心 并 不 具有 特殊 人 性 ,可 以 证 明 , 一 
阶 曲线 上 任意 两 点 都 可 以 作为 生成 这 条 二 阶 曲线 的 射影 对 应 线束 的 中 心 。 为 此 我 们 有 下 面 
的 定理 。 . 
定理 1.2 设 有 一 条 二 阶 曲 线 , 它 是 由 两 个 成 射影 对 应 的 线束 对 应 直线 的 交点 所 构成 
的 ,如果 以 这 条 曲线 上 任意 两 点 为 中 心 向 曲线 上 的 点 投射 直线 ,那么 可 得 到 两 个 成 射影 对 应 
的 线束 。 即 设 点 A,B 是 这 条 曲线 上 的 任意 两 定点 ,点 M 为 曲 
线 上 的 动 点 , 则 两 线束 4(M) 与 BCM) 成 射影 对 应 , 即 有 
ACMDXBCM) 。 

证 明 如 图 7-1 所 示 , 设 二 阶 曲线 是 由 两 线 东 OCP) 和 
O'(P) 产 生 的 , 设 OPNAM= K,OAN0B=S,BMNOP= 
K’,OBNAM==B',O'ANBM 一 A’, 则 有 


O(4,B,P,M) AO’'(A,B,P,M), 
所 以 有 
(A,B’,K,M) AO(A,B,P,M) AO’'(A,B,P,M) (A’,B,K’,M), 
即 有 
(A,B’',K,M) A(A',B,K’',M), 

由 于 这 两 个 点 列 底 的 交点 M 是 自 对 应 点 , 故 有 (A,B’,K,M)A^(A',B,K',M)。 于 是 由 
透视 对 应 的 定义 ,直线 AA’, BB’ ,KK' 共 点 于 S。 这 说 明 当 点 M 在 曲线 上 变动 时 ,以 OP 为 
底 的 点 列 (K) 与 以 OP 为 底 的 点 列 (K') 间 的 对 应 是 透视 对 应 ,对 应 点 的 连 线 KK' 通 过 一 定 
点 S, 所 以 有 ACM)AOPCK)AO'P(K')ABCMD), 即 有 ACMWDABCMD。 

推论 1 如 果 平 面 上 5 个 点 中 任意 三 点 都 不 共 线 ,那么 这 5 个 点 可 以 确定 唯一 一 条 二 
阶 曲线 。 
推论 2， 如 果 从 二 阶 曲 线 上 任 一 点 向 此 二 阶 曲 线 上 4 定点 连 4 条 直线 ,那么 此 4 条 直 
线 的 交 比 (假设 交 比 有 意义 ) 为 常数 。 . 

例 1 求 两 个 成 射影 对 应 的 线 东 zx! 一 Xz 二 0 与 zz 一 yz 一 0( 其 中 4 十 4 二 1) 所 构成 的 二 
阶 曲线 的 方程 。 | 

解 ” 由 4 十 ju 二 1 得 y==1 一 4, 则 两 线束 为 

Z1 一 MAzZzi 一 0， 
一 (1 一 1)zs = 0， 
即 
Z1 一 Ms 一 0， 
全 一 2Z3) 十 Mrs 一 0。 


— Zs 


由 于 1 与 :这 两 个 数 不 全 为 夫 , 所 以 有 | 。 3 一 0, 即 


ZiZ3 十 ToZa 一 2 一 0， 

从 而 得 所 求 的 二 阶 曲线 的 方程 。 

以 上 是 从 点 几何 的 观点 出 发 给 出 二 阶 曲 线 的 定义 及 有 关 性 质 , 由 对 偶 原则 ,还 可 以 从 线 
几何 的 观点 出 发 给 出 相关 的 定义 及 定理 。 

”定义 1.2 在 射影 平面 上 , 齐 次 线 坐标 [w ,zw ,us] 满 足 三 元 二 次 方程 . 
at + agaui + assus + 2a1zuiws 十 2aiauius 十 2a2stzts = 0 (1-3) 

的 直线 的 集合 叫做 射影 平面 上 的 二 级 曲线 。 在 方程 (1-3) 中 ,系数 a5 为 实数 且 至 少 有 一 个 
不 为 零 ,方程 (1-3) 叫 做 射影 平面 上 的 二 级 曲线 的 方程 。 

方程 (1-3) 可 简写 成 

> atu 二 0， 其 中 ay 一 ahs 


j=1 


方程 (1-3) 也 可 以 表示 成 如 下 的 矩阵 形式 ， 


' / ’ 
Ql CI U13 


Wl 
- 严 产 
(wa U3)las 02 Qa | | | 一 0， (1-4) 
/ 严 ’ 
Qa3l Cs G33 Us 


其 中 和 矩阵 4 = (a$) 叫 做 二 级 曲线 (1-3) 的 系数 矩阵, |A | 或 |a$5 | 表示 系数 行列 式 ,a$5 二 a$。 
二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 统称 为 二 次 曲线 。 


1.2 二 次 曲线 的 射影 定义 


定义 1.3 二 阶 曲线 就 是 两 个 射影 线束 对 应 直线 交点 的 全 体 。 对 偶 地 有 ,二 级 曲线 就 
是 两 个 射影 点 列 对 应 点 连 线 的 全 体 。 

由 于 射影 对 应 可 分 为 透视 对 应 与 非 透视 对 应 两 种 ,如 果 只 对 透视 的 射影 对 应 而 言 ,我 们 
给 出 如 下 定义 。 

定义 1.4 两 个 透视 对 应 线束 ,对 应 直线 交点 的 全 体 叫 做 退化 的 二 阶 曲 线 。 对 偶 地 有 ， 
两 个 透视 对 应 点 列 中 ,对 应 点 连 线 的 全 体 叫 做 退化 的 二 级 曲线 。 

容易 知道 ,连接 两 线束 中 心 的 直线 既 属 于 第 一 线束 ,又 属于 第 二 线束 , 它 是 自身 对 应 的 ， 
所 以 这 条 直线 上 任 一 点 都 可 以 看 为 是 交点 。 因 此 ,退化 的 二 阶 曲线 是 两 条 直线 (点 列 ) ,其 中 
一 条 为 此 直线 , 另 一 条 就 是 对 应 直线 交点 所 在 的 直线 。 在 极限 情况 下 ,这 两 条 直线 可 重合 为 
一 条 直线 ,如 图 7-2(a) 所 示 。 


8 
5 
L 1 
L r 
(a) () 


7-2 


类 似 地 有 ,两 个 透视 点 列 底 的 交点 既 属 于 第 一 点 列 , 又 属于 第 二 点 列 , 它 是 自身 对 应 的 ， 
所 以 过 这 个 交点 的 任 一 直线 都 可 以 看 为 是 连 线 。 因 此 ,退化 的 二 级 曲线 是 两 个 点 (线束 ) ,其 
中 一 个 为 此 交点 , 另 一 个 就 是 对 应 点 连 线 的 交点 。 在 极限 情况 下 ,这 两 个 点 可 重合 为 一 点 ， 
如 图 7-2(b) 所 示 。 

与 退化 的 二 阶 曲线 和 退化 的 二 级 曲线 相反 ,有 非 退化 的 二 阶 曲线 和 非 退 化 的 二 级 曲线 。 

定义 1.5 有 两 个 非 透 视 的 不 共 中 心 的 射影 对 应 线束 ,其 对 应 线 交 点 的 全 体 叫 做 非 退 
化 的 二 阶 曲 线 。 对 偶 地 有 ,有 两 个 非 透 视 的 不 共 底 的 射影 对 应 点 列 , 其 对 应 点 连 线 的 全 体 叫 


eT eT de 的 
做 非 退 化 的 二 级 曲线 。 
1.3 二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 的 关系 


先 讨论 二 阶 曲线 与 直线 的 相关 位 置 。 
设 两 个 点 P,Q 的 坐标 分 别 为 有 (加 ? 力 : ;pi3) ,Qlg 9?G2 ,93 ) ,直线 PQ 上 任意 点 的 坐标 为 


(zlyZs ,Za3), 则 有 
Xi = pi 二 AQ:;, 1 二 1,2,3。 


以 下 先 求 直线 PQ 与 二 阶 曲 线 
2 Cj 一 0 ay a 


的 交点 。 
将 zi; 二 pi; 十 4g; 代 人 上 式 得 


3 
| Das pi + hi) Cp +ag;) = 0， 
f=1 
化 简 整 理 得 
3 3 3 了 
(Daaa + ( 2 4pig;+ > oa 十 Daspip; 一 0。 (1-5) 
站 1 ij=1 j=1 j=1 


着 点 Q 不 在 此 二 阶 曲线 上 , 则 式 (1-5) 是 关于 4 的 二 次 方程 。 为 了 书写 简便 ,我 们 先 引 
人 以 下 记号 : 


3 人 
S 三 六 ayZiZj 一 (zl Ze Zo)4|zre|， 
iyj=1 
pi 
SS, 三 Dj aupip; = (pp: ps pi)A|p,|, 
ni=1 ps 
3 21 
Sw 三 D7 asqigq; = (gq 9 gq)Alg|, 
isf=1 
Qi 
Sn 三 Daspiqi = (pt p: ps)A | ， 
Ce da 
3 [a 
Sw 三 2 sqips = (g: gz gs)4|zP:|， 
ey 


ps 


Xl 
5S; 三 De 一 (加 p: p3)A|zz|, 
=1 1 

Xs 
3 1 

S, 三 DY ayqiz; = (gq 9gq qa)Alzx;:|, 
了 一 上 3 


其 中 A 是 方程 (1-1) 中 的 系数 矩阵 。 由 于 Uy 一 ai 所 以 Su 一 So ,; 若 坐标 《pi ,D2 ,ps3) 和 和 (gi， 
22 ;gq3) 为 常数 ,而 (zl TL2 ;ZX3) 为 变量 , 则 S 为 二 次 齐 次 式 ,S。 和 S。 为 一 次 齐 次 式 , Sy。 ;Sw 和 


Sm 为 常数 。 
车 采用 以 上 记号 , 则 式 (1-5) 可 写成 
SnX’! 十 2SmA 十 Spp 一 0。 (1-6) 
当 S2 一 SuSw>0 时 ,直线 与 二 阶 曲线 有 两 个 实 交 点 , 即 直线 与 二 阶 曲线 相 割 ,该 直线 
叫做 二 阶 曲线 的 害 线 ; 


当 S2 一 SSw<0 时 ,直线 与 二 阶 曲线 没有 实 交 点 , 即 直线 与 二 阶 曲线 相 离 ; 

当 S54, 一 SoS 二 0 时 ,直线 与 二 阶 曲线 有 两 个 重合 实 交点 , 即 直线 与 二 阶 曲线 相 切 ,该 
直线 叫做 二 阶 曲线 的 切线 。 

以 下 讨论 如 何 求 过 非 退 化 二 阶 曲线 上 一 点 处 的 切线 方程 。 

设 点 P(z ,za zs) 在 二 阶 曲线 S 一 0 上 ,于 是 Sm 一 0, 从 而 方程 (1-6) 有 一 根 为 零 , 又 过 
点 卫 的 切线 与 S 王 0 有 两 个 重合 实 交点 ,所 以 方程 (1-6) 中 有 重 根 且 4 的 另 一 根 也 为 零 , 于 
是 由 方程 (1-6) 可 知 S, 二 0。 现 取 切 线 上 的 一 动 点 Q, 设 点 Q 的 坐标 为 (zi ,zz*zs), 从 而 有 
Ss 一 0, 即 以 PCpi ,pz ;ps) 为 切 点 的 切线 方程 为 
SS, 三 (p p: p:)A 一 0。 (1-7) 


Ts 


Ts 

但 是 ,如 果 点 已 不 在 二 阶 曲线 S 王 0 上 时 ,那么 又 该 如 何 求 过 点 了 的 切线 方程 呢 ? 

设 点 Q 是 通过 点 已 的 切线 上 的 任意 点 , 则 切线 PQ 交 二 阶 曲线 于 重合 点 ,因此 方程 (1-6) 
有 两 个 相等 的 实 根 , 所 以 S,。*S。 二 5S;, 。 由 于 Q 是 通过 点 P 的 切线 上 的 任意 点 ,可 将 (9 ， 
9 qs) 写成 (zi ,zz ,zi), 这 时 Ss ,Sm 分 别 变 成 S,S;,, 所 以 ,以 Q 为 动 点 轨迹 通过 点 了 的 切 
线 方程 为 

Sp%p*S= S’, (1-8) 

它 表 示 过 点 P 卫 的 两 条 切线 。 特 别 地 , 当 点 卫 在 二 阶 曲线 上 ( 即 5S, 二 0) 时 ,两 切线 重合 为 
S 


0。 
对 偶 地 ,可 以 讨论 二 级 曲线 与 点 的 相关 位 置 以 及 求 非 退化 二 级 曲线 的 任意 直线 上 的 切 
点 的 方程 。 


例 2 求 二 阶 曲 线 6zf 一 在 一 24 召 十 11zzzs 一 0 经 过 点 P(1,2,1) 的 切线 方程 。 
解 ”将 点 卫 的 坐标 代入 二 阶 曲 线 方程 中 得 Sp = 二 0, 所 以 点 卫 在 二 阶 曲 线 上 , 故 所 求 切 


6 0 0 
人 也 1” 
a = 
11 We 
0 可 24 
化 简 整 理 得 
12zl 十 7zz 一 26z; 一 0 
为 所 求 的 切线 方程 。 


例 3 求 通过 直线 上 1,3,1] 和 直线 mx[1,5, 一 1] 交 点 且 属 于 二 级 曲线 4wi 十 妮 一 2w3 二 0 
的 直线 。 
解 ” 通 过 直线 i[1,3,1] 和 直线 m[1,5, 一 1 交点 的 直线 的 线 坐 标 为 
[1,3,1j 十 4[1l,5, 一 1] 二 [1 十 A,3 十 54,1 一 Aj]。 
又 由 此 直线 属于 二 级 曲线 4 由 十 好 一 2 一 0, 所 以 有 
4(1 十 4 十 (3 十 54)? 一 2(1 一 A)? = 0， 


即 
27X? 十 424 十 11 二 0， 
解 得 
Ai = 一 椰 ， Az = 一 本。 


所 以 所 求 直 线 的 坐标 为 [1,2,2] 和 [一 1, 一 14,10], 如 图 7-3 
所 示 。 

下 面 讨 论 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 关系 。 

定理 1.3 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 切线 的 集合 是 一 
条 非 退化 的 二 级 曲线 ; 反 过 来 ,一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 的 切 
点 的 集合 是 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 。 

证 明 (1) 已 知 非 退化 二 阶 曲线 的 方程 为 


[-1,-14,10] 


3 
Se Daszizx; 一 0， az 一 ai |as | 关 0。 
j=1 


若 点 PCpi, pi,p;) 是 二 阶 曲线 的 一 条 切线 [wi ,ws ,ws] 的 切 点 , 则 这 条 切线 的 方程 为 


,一 0, 即 z 
_ Quipi 二 Tapz tt azsps _ aaupi + Qs ps + 033 ps 


Qupit awps+t awnps _ E 
Ul UW? Us 


其 中 是非 零 常数 ,所 以 有 


aal 力 ] 十 az2 轧 : 十 azs pa 一 kuz 一 0， (1-9) 
Qas1 Pi a3z pz 十 aasza ~ kus 一 0。 
又 因 点 了 在 切线 [ui ,ws ,us] 上 , 故 有 
upi 十 zzz 加 tt usps 一 0。 (1-10) 
由 于 ,pz ，ps sk 是 不 全 为 零 的 数 ,所 以 由 方程 (1-9) 和 方程 (1-10) 可 知 


| 十 a1z pz arps— ku 一 0， 


= 0 
G31 Cs ds33 Us 
Wl Uz us 0 
将 这 个 行列 式 展开 得 
3 
> Asum; 一 0， (1-11) 


其 中 4i 为 ai 在 (o) 中 的 代数 余子 式 , 且 As 一 Ai 14A， | = [as 上 天 0。 

当 切 线 [zw » Uz ,Ws 变动 时 ,方程 (1-11) 是 含有 变量 坐标 Ul 3 U2 » Us 的 方程 , 它 就 是 二 阶 
曲线 5=0 的 任 一 切线 的 线 坐 标 所 满足 的 方程 ,表示 的 是 一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 。 我 们 把 
它 叫 做 二 阶 曲线 5 二 0 所 对 应 的 二 级 曲线 。 

(2) 对 偶 地 , 非 退 化 的 二 级 曲线 

T= Dyasuu; 一 0， a4 一 ah |a$y| 关 0 


ij=1 


所 对 应 的 切 点 的 方程 为 
aa a a1s Xl 
‘ 1 了 
CQ2 U22 U2z3 Xz 
/ 7 / = 0， 
ds31 dd32 Css THs 
Zi ZX x 0 
展开 得 
3 7 
2 44ziri 一 0， (1-12) 


其 中 A5 为 a$5 在 Ca5) 中 的 代数 余子 式 ; 且 A 一 A ,1A5| 二 a5|: 关 0, 它 就 是 二 级 曲线 工 二 
0 的 任 一 条 直线 上 的 切 点 所 满足 的 方程 ,表示 的 是 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲 线 。 我 们 把 它 叫做 
二 级 曲线 T 一 0 所 对 应 的 二 阶 曲 线 。 


1.4 贝斯 卡 和 布 利安 乘 定 理 


早 在 1640 年 ,帕斯卡 发 现 了 下 面 著名 的 射影 几何 定理 。 
定理 1.4( 帕 斯 卡 定理 ) 对 于 任意 一 个 内 接 于 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 六 点 形 , 它 的 3 


对 对 边 的 交点 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 叫做 帕斯卡 线 。 

1806 年 , 布 利安 桑 发 现 了 又 一 著名 的 射影 几何 定理 。 

定理 1.5( 布 利安 桑 定 理 ) 对 于 任意 一 个 外 切 于 非 退 化 的 二 级 曲线 的 简单 六 线形 , 它 
的 3 对 对 顶点 的 连 线 通过 一 个 点 ,这 个 点 叫做 布 利安 又 点 。 

这 两 个 定理 的 发 现 , 相 隔 了 166 年 ,然而 它们 其 实 是 两 个 相互 对 偶 的 命题 。 

对 于 两 个 定理 的 证 明 ,我 们 只 需 证 明 其 一 即 可 。 下 面 我 们 来 证 明 帕斯卡 定理 。 

证 明 如 图 7-4 所 示 , 设 简单 六 点 形 A,AsAsA4AsAs ,其 3 对 对 边 交点 分 别 为 点 工 ,M， 
NN, 即 A1A; 站 AiAs 一 L,AsAs 站 AA 一 M,AsA 门 AeAi=N, 以 点 Ai,As 为 中 心 ,分 别 连 接 
其 他 4 点 ,由 本 章 定理 1.2, 可 知 A, (A， ;A ,As ,As)A 和 Ai (4 AAA )。 设 AAA， NAA; = 
也 ,44 站 44 一 Q, 则 4 (A,,A,,A;,A,)A (LA 4 ,P) ,4: (4 4 4 4 )KXCMQ， 
As ,As).。 

所 以 (CL,A,,A;,P)^CM,Q,As ,As)。 由 于 点 As 是 两 个 点 列 底 的 交点 ,所 以 有 

(L,A,,As,P) A(M,Q,A,,As), 
因此 LM,A,Q,PA。 三 线 共 点 ,又 由 A,QNPAs ==N, 故 点 上 ,M,N 共 线 ， 

定理 1.6( 帕 斯 卡 定理 的 道 定理 ) 如 果 简 单 六 点 形 的 3 对 对 边 的 交点 在 一 条 直线 上 ， 
那么 此 六 点 形 必 内 接 于 一 条 二 阶 曲 线 。 

将 帕斯卡 定理 的 证 明 过 程 反 推 回去 即 可 证 明 帕斯卡 定理 的 逆 定 理 。 

由 于 布 利安 桑 定理 是 帕斯卡 定理 的 对 偶 命 题 , 由 以 上 两 定理 的 证 明 可 知 布 利安 桑 定理 
及 其 逆 定 理 也 成 立 。 图 7-5 是 布 利安 桑 定理 的 图 形 表示 


下 面 以 帕斯卡 定理 为 例 ,考虑 两 个 定理 的 特殊 情况 ; 
(1) 五 点 形 情况 : 此 时 将 五 点 形 看 成 是 六 点 形 中 有 一 对 相 邻 顶点 重合 的 情形 ,两 个 相 
邻 点 的 连 线 变 成 重合 点 的 切线 , 则 可 得 如 下 结论 ; 
内 接 于 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 五 点 形 , 一 边 与 其 所 对 顶点 的 切线 的 交点 ,以 及 其 
余 两 对 不 相 邻 的 边 的 交点 共 线 ,如 图 7-6 所 示 。 
《2) 四 点 形 情况 ; 此 时 将 四 点 形 看 成 是 六 点 形 中 有 两 对 相 邻 顶点 重合 的 情形 , 则 可 得 


如 下 结论 : 
@ 内 接 于 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 四 点 形 ,两 对 对 边 的 交点 及 其 对 顶点 的 切线 的 
交点 ,所 得 的 4 点 必 共 线 , 如 图 7-7 所 示 ; 


名 内 接 于 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲 线 的 简单 四 点 形 , 一 对 对 边 的 交点 与 另 一 对 对 边 中 每 一 
条 与 其 对 项 点 的 切线 的 交点 ,所 得 的 3 点 必 共 线 ,如 图 7-8 所 示 。 

(3) 三 点 形 情况 : 此 时 将 三 点 形 看 成 是 六 点 形 中 有 3 对 相 邻 顶点 重合 的 情形 , 则 可 得 如 
下 结论 : 

内 接 于 一 条 非 退化 的 二 阶 曲线 的 简单 三 点 形 ,其 每 一 顶点 处 的 切线 与 对 边 的 交点 ,所 得 
的 3 点 必 共 线 , 如 图 7-9 所 示 。 


sd6) 


”对 偶 地 ,可 以 得 到 布 利安 桑 定理 的 3 种 情况 ,请 读者 自行 写 出 。 


1.S 二 次 曲线 的 极点 与 极 线 


设 二 阶 曲线 C 的 方程 为 2 ayXxix; 二 0, 其 中 Qs 一 CQ , 且 我 们 假设 二 阶 曲线 C 是 非 退 化 


的 , 即 不 退化 为 两 条 直线 , 即 系数 年 阵 4= (ay ) 的 秩 为 3, 或 |ay | 天 0。 
下 面 我 们 求 不 在 二 阶 曲 线 C 上 的 两 个 已 知 点 P,Q 的 连 线 PQ 与 二 阶 曲线 C 的 交点 。 
设 点 P,Q 的 坐标 分 别 为 P (pi » Dp2 ;pb3) ,Qlg1 »Yz ,43) ,直线 PQ 上 任 一 点 X 的 坐标 为 
(Zi ,Tz ys)， 则 有 


Xi = pi Agi, i=1,2,3。 
车 点 X 在 二 阶 曲线 C 上 , 则 其 坐标 (zi ,zs,zs) 满 足 二 阶 曲线 C 的 方程 , 即 
Dos (ps 二 X92 (Cp; 十 Ag;) 一 0， 
整理 后 得 
3 3 3 
(Pag x 本 (2 D520; 十 Daspip; = 0， 
这 是 一 个 关于 4 的 二 次 方程 , 设 A ,4h 为 其 两 根 , 于 是 有 两 个 交点 
P’ ,zi = pi 十 A1gi， Q’' :zi = pi 二 Azgi，, i= 1,2,3，, 

所 以 4 点 P,Q,P',Q 所 成 的 交 比 是 (PQ,P'Q') 一 竺 

定义 1.6 如 果 两 点 了 与 Q 的 连 线 与 二 阶 曲 线 C 相交 于 点 P',Q, 且 (PQ,P'Q’)= 
一 1 ,那么 点 了 与 点 Q 叫做 关于 二 阶 曲线 C 调和 共 斩 ,或 点 己 与 点 Q 叫做 关于 二 阶 曲线 C 
成 共 思 点 。 

定理 1.7 不 在 二 阶 曲线 S= 交 ， arZiZi 一 0 上 的 两 个 点 Plpi 的 ， ps) ,Q(gi » G2 ,3) 关 
于 该 二 阶 曲 线 成 共 罗 点 的 充 要 条 件 是 S。 二 0。 

证 明 设 直线 PQ 与 二 阶 曲线 S=0 交 于 P',Q 两 点 , 且 坐 标 分 别 为 ey 
Q (p+hg) si=1,2,3。 因为 (PQ,PQ 一生, 于 是 点 P,Q 成 共 轩 点 的 条 件 是 4 时 一 一 1, 即 


Ai 十 A 一 0。 
而 ,Az 是 二 次 方程 


3 3 3 
(Dar) 十 (230p,) 十 pp 一 0 


的 两 个 根 ,利用 根 与 系数 的 关系 ,所 以 十 As 二 0 的 充 要 条 件 是 py aspi9;=0, 即 $=0。 


由 于 ay 一 az 因此 也 可 写成 So 一 0, 这 说 明 点 忆 与 点 Q 的 地 位 是 对 称 的 。 
定理 1.8 不 在 二 阶 曲 线 上 的 一 个 定点 关于 这 条 二 阶 曲线 的 调和 共 轿 点 的 轨迹 是 一 条 
直线 。 


证 明 设 二 阶 曲 线 的 方程 为 $= > azirj 一 0 定点 P(pi,p:,p;) 关 于 S=0 的 调和 


共 思 点 为 QCzi ,zs ,zs) ,于 是 由 本 章 定理 1.7 知 ,两 点 P,Q 互 为 共 示 点 的 充 要 条 件 是 $= 
0。 现 在 把 PCpi ,pi ,ps) 看 做 定点 ,而 把 Q(zi ,zs ,zs) 看 做 动 点 , 则 有 Ss 二 0, 这 是 关于 zi， 
zz ,zs 的 一 次 齐 次 方程 ,所 以 点 Q 的 轨迹 是 一 条 直线 , 即 定点 PCpi, pi;,ps) 关 于 二 阶 曲 线 
S=0 的 调和 共 斩 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,如 图 7-10 所 示 。 

定义 1.7 定点 P 关 于 二 阶 曲 线 的 共 恩 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,这 条 直线 叫做 点 已 关于 此 


二 阶 曲线 的 极 线 , 点 已 叫 做 这 条 直线 关于 此 二 阶 曲 线 的 极点 。 
定理 1.9 如 果 点 也 在 二 阶 曲线 上 ,那么 点 已 的 极 线 为 
二 阶 曲 线 在 点 已 处 的 切线 。 
证 明 ”因为 点 己 在 二 阶 曲线 S=0 上 ,所 以 > aspip;= 


0。 设 点 QCq1 ,qz ,9;) 为 点 卫 关 于 二 阶 曲 线 S = 0 的 任意 一 个 


共生 点 , 风 有 如 o4p4g,~01 且 直线 PQ 与 二 阶 曲 线 的 两 个 


交点 为 P'(p， i Q' (pi: 十 A29;) ,i 二 1,2,3, 其 中 妨 ,Xs 是 
二 次 方程 


3 3 3 
(Pag 十 (2 于 epeh 二 了 > aspip; 一 0 
t=1 217 一 1 1 一 1 
3 3 
的 两 个 根 , 由 于 > ajpip;=0, >) ajspi9; 二 0, 所 以 得 到 
i PP: 


(Paap 一 0， 
故人 = 一)1z 一 0。 
这 说 明 , 点 了 的 任意 一 个 共 轿 点 与 点 P 的 连 线 交 二 阶 曲线 于 两 个 重合 的 点 ,并 且 就 是 
点 本 身 。 因 此 ,点 卫 的 一 切 共 轿 点 都 在 以 点 P 为 切 点 的 切线 上 。 
由 以 上 的 讨论 可 知 ,对 于 平面 上 任 一 点 也， 无 论 它 的 位 置 如 何 , 点 P 关于 一 条 二 阶 曲 线 
$= > asZTiz; 一 0 的 极 线 的 方程 永远 是 S, = 二 0。 


定理 1.10 每 条 直线 对 于 二 阶 曲 线 总 有 确定 的 极点 。 


证 明 设 直 线 ! 的 方程 为 WT 十 wzzz 十 Uaxs 一 0, 二 阶 曲线 的 方程 为 5S 二 2 QijXiTj = 
0,as 一 arylai| 天 0。 
车 点 PCpi ,pi ,ps) 是 直线 ! 的 极点 , 则 点 已 的 极 线 


Sr = (anpi arp 十 aas Ppa) 十 (az 加 十 azz pz 十 azs ps ) zs 十 (aal pb az ps 十 ass 如 )zs 一 0 
应 与 直线 ! 重合 , 即 


Qu pi 十 Clz ps 十 as ps — Qapi 十 azs ps 十 az ps 2 ph 十 ass pz 十 a33 ps 二 上 关 0 
Ul Uz Us 
亦 即 


Qzi Pi azz pz 十 azs ps = kus, (1-13) 
aap1 十 asz ps 十 assps = ku 
由 于 |a; | 关 0, 所 以 线性 方程 组 (1-13) 有 唯一 解 , 即 已 知 直线 / 的 极点 PP 唯一 确定 。 


| + awp; 十 aisz = kui, 


线性 方程 组 (1-13) 叫 做 已 知 直线 的 极点 公式 。 
例 4 求 点 P(GL, 一 1,0) 关 于 二 阶 曲 线 3 好 十 5zz 十 好 十 7zizs 十 4zizas 十 5zzzs 一 0 的 极 


线 的 方程 。 


7 
3 歹 2 
Tl1 
解 由 S,=(1 一 1 0)| 广 5 了 -as 
Ts 
3 


2 
Xl 十 3Xs 十 T3 二 0 


为 所 求 。 
例 5 求 直 线 1;3zi 一 zx; 十 6z; 二 0 关于 二 阶 曲线 好 十 好 一 2zlzzs 十 2zizs 一 6zozs 一 0 的: 
极点 的 坐标 。 
解 设 点 PC(pi ,za ,zs) 为 所 求 极点 , 则 有 
.全 省 pi 3 
兰 业 村 ps | 
1 一 3 ps 6 
即 
Pi— pps = 3, 
上 Pi ps — 3p: 一 一 1， 
pi1— 3p: 一 6。 
解 如 上 线性 方程 组 得 


pi=3, zs ps 一 一 1。 


1.6 配 极 原则 与 配 极 对 应 


定理 1.11( 配 极 原则 ) 如 果 点 P 的 极 线 通过 点 Q ,那么 点 Q 的 极 线 也 通过 点 一。 


证 明 设 二 阶 曲 线 的 方程 为 S 二 azzizj 一 0, 点 卫 的 坐标 为 ( 思 , 思 ,加 ) ,点 Q 的 坐 


标 为 (qi ,qz ,gs) ,于 是 ,点 了 关于 S=0 的 极 线 为 S， 一 0, 点 Q 关 于 S=0 的 极 线 为 5S, 二 0, 又 
因为 点 P 的 极 线 通过 点 QQ ,所 以 有 Sw 一 0。 又 由 于 S。 二 Sy ,所 以 Ss ==0, 这 表示 点 Q 的 极 
线 S,=0 通过 点 P。 

推论 1 两 点 连 线 的 极点 是 此 两 点 极 线 的 交点 ; 两 直线 交点 的 极 线 是 此 两 直线 极点 的 
连 线 。 

推论 2 共 线 点 的 极 线 必 共 点 ; 共 点 线 的 极点 必 共 线 。 


推论 3 ”如果 直线 PA,PB 是 二 阶 曲线 的 切线 , 且 点 A,B 为 切 点 ,那么 直线 AB 是 点 P 
的 极 线 。 


设 有 二 阶 曲 线 S== 》) ouzizj 一 0, 并 假设 它 是 非 退 化 的 , 即 设 |a | 天 0。 设 PCzi za， 
友 ) 为 已 知 点 ,用 QCy ,yi 为) 表示 点 司 的 极 线 上 的 任意 一 点 的 华 标 , 则 点 了 的 极 线 方程 为 


S,= > az2Ziyj 一 0, 即 
S, = a 十 azza 十 al Ts) yi 十 (aslZi 二 a22T2 十 aas2Za )ye (asixi 十 aazzs 二 asar3)ys 一 0。 
这 条 极 线 的 线 坐 标 为 
Pui = Qu tt a a1xi, 
| 一 dai 二 a22 Ts 十 azs2as， (1-14) 
PU3 一 daixi 十 Q3z x2 十 G33T3。 
因为 jas | 关 0, 则 可 由 线性 方程 组 (1-14) 解 出 zi ,zz ,zs 得 
arl = Aut 十 Aszs 十 Aliszs， . 
= = Aziui 二 Azzuz 十 Ays Ws， (1-15) 
ors = Asiui + Ayzwus + Ass Us， 
其 中 As 一 Ai 9 1A4， | 一 [as 上 关 0。 
由 式 (1-14) 和 式 (1-15) 可 知 , 给 定 一 点 ,有 一 条 直线 (已 知 点 的 极 线 ) 和 它 对 应 ; 反之 ， 
给 定 一 条 直线 ,有 一 个 点 (已 知 直线 的 极点 ) 和 它 对 应 。 
所 以 在 射影 平面 上 ,对 于 已 知 一 条 非 退 化 的 二 阶 曲线 而 言 ,极点 与 极 线 构成 点 与 直线 之 
间 的 一 一 对 应 。 
定义 1.8 把 射影 平面 上 的 点 与 它 关 于 一 条 非 退 化 二 阶 曲线 的 极 线 之 间 的 一 一 对 应 叫 
做 配 极 对 应 。 
配 极 对 应 是 一 种 异 素 对 应 ,其 代数 表达 式 由 式 (1-14) 和 式 (1-15) 给 出 。 
配 极 对 应 使 得 以 点 为 元 素 的 图 形 转化 成 以 直线 为 元 素 的 图 形 , 同 时 把 以 直线 为 元 素 的 
图 形 转化 成 以 点 为 元 素 的 图 形 。 在 配 极 对 应 下 ,射影 平面 上 的 每 一 个 由 点 与 直线 构成 的 平 
面 图 形 下 对 应 另 一 个 由 直线 与 点 构成 的 平面 图 形 F',F 和 F 这 样 的 一 对 图 形 叫 做 配 极 图 
形 ,当然 下 和 下 是 互 为 配 极 图 形 。 例 如 ,四 点 形 和 四 线形 就 是 互 为 配 极 图 形 。 特 别 地 ,如 果 
一 个 图 形 与 它 的 配 极 图 形 重合 , 则 此 图 形 叫 做 自 配 极 的 。 配 极 对 应 不 但 使 图 形 转变 为 对 侦 
图 形 ,而 且 还 使 射影 性 质 转变 为 对 偶 性 质 。 


2 二 次 曲线 的 射影 分 类 


对 于 二 次 曲线 的 射影 分 类 , 其 方法 是 选取 适当 的 射影 坐标 系 来 化 简 二 次 曲线 的 方程 。 
本 节 主 要 讨论 用 点 坐标 表示 的 二 次 曲线 (二 阶 曲 线 ) 进 行 射 影 分 类 ,对 于 用 线 坐 标 表 示 的 二 


级 曲线 的 射影 分 类 可 以 对 偶 地 推广 。 


2.1 二 阶 曲 线 的 奇异 点 


定义 2.1 设 二 阶 曲 线 的 方程 为 S= >» asTiT;=0(ay =a;) ; 则 凡 满 足 线 性 方程 组 


QzlZ1 二 azzz 二 azars = 0， (2-1) 
asiZl 十 aazzs 十 aasZs 一 0 
的 点 XCziyzayzs) 叫 做 二 阶 曲线 S 一 0 的 奇异 点 ,简称 背 点 ,线性 方程 组 (2-1) 叫 做 寄 点 方 
程 组 。 若 二 阶 曲线 的 奇异 点 存在 , 则 必 在 该 二 阶 曲线 S=0 上 。 
下 面 对 二 阶 曲 线 矩 阵 4 秩 的 3 种 情况 来 进行 讨论 。 
(1) 当 和 的 秩 为 3 时 ,线性 方程 组 (2-1) 没 有 非 零 解 , 故 二 阶 曲线 没有 奇异 点 。 
平面 上 每 一 点 PCz ,za ,ps) 都 存在 唯一 的 一 条 对 应 极 线 
| = anpi 十 awps 十 als 力 ; ， 


| 十 azzs 十 aiszs 一 0， 


puz 一 azl 力 十 azz 力 : 十 azs 访 : ， (2-2) 
pus = aapi + a ps 十 Qs pss 
这 里 [wu 9 U2 ,Wa ] 天 [0;0 ,0] ;否则 线性 方程 组 (2-1) 将 有 非 零 解 , 秩 将 小 于 3。 
在 二 阶 曲 线 外 任 取 一 点 Al, 以 直线 a 表示 点 A 关 4, 
于 此 二 阶 曲 线 的 极 线 。 在 ac: 上 但 不 在 二 阶 曲线 上 取 一 点 
A ,以 直线 wz 表示 点 4; 关于 此 二 阶 曲 线 的 极 线 , 则 由 本 a 
章 定理 1. 11 可 知 直 线 as 必 通 过 A, 。 设 点 A 是 直线 a SN 
与 az 的 交点 ,由 于 点 A:, 的 一 个 共 斩 点 是 A ,一 个 共 罗 点 
是 A: ,所 以 点 A; 的 极 线 是 wa: 一 4A,A, 。 由 三 点 4A, ,4，,,A， cE 4 
构成 的 三 点 形 A,A;A, 是 二 阶 曲线 的 自 极 三 点 形 @, 如 
图 7-11 所 示 ,这 样 的 自 极 三 点 形 有 无 数 多 个 。 
现在 取 自 极 三 点 形 A;A4:A;, 为 坐标 三 角形 , 则 三 点 图 7-11 
Ai,Azs ,4;: 的 坐标 分 别 为 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), 从 而 
二 阶 曲线 的 方程 可 以 简化 。 我 们 知道 ,点 P 和 点 Q 关于 二 阶 曲线 成 共 轿 点 的 条 件 是 


3 
Dy aspig; =(anpi 十 awps 十 aispzps)9i tt Carpi +t azz ps + azs ps) qz 
B= 


十 《asi 十 aspz 十 assps)93 = 0。 


9 在 给 定 的 配 极 变换 下 , 若 三 点 形 的 每 个 顶点 的 极 线 就 是 其 对 边 , 则 此 三 点 形 叫 做 给 定 配 极 的 自 极 三 点 形 。 二 次 
曲线 对 应 的 配 极 的 自 极 三 点 形 叫 做 二 次 曲线 的 自 极 三 点 极 。 


于 是 ,由 于 点 Al 和 点 4: 成 共 配 ,得 aa 一 0, 故 az 一 0; 由 于 点 A 和 点 A， 成 共 恩 ,得 C3l 一 
0 , 故 213 一 0; 由 于 点 A4: 和 点 As 成 共 斩 ,得 asz 一 0, 故 azs 一 0。 从 而 ,二 阶 曲线 的 方程 便 可 
化 简 为 


az 十 as 好 十 ass2i 一 0。 (2-3) 
由 于 A 的 秩 是 3 , 故 ailazadas 天 0， 所 以 CI1 9 CQ22 ,as 都 不 为 零 。 
如 果 我 们 作 一 坐标 变换 


所 作 此 变换 相当 于 选取 适当 的 单位 点 ,根据 式 (2-3) 中 各 项 系数 的 符号 情况 , 则 通过 这 个 变 
换 后 方程 可 以 进一步 化 简 成 为 两 种 情况 : 
+t 二 y = 0, (2-4) 
十 沪 一 9 二 0。 (2-5) 

因此 有 下 面 的 定理 。 

定理 2.1 没有 奇异 点 的 二 阶 曲 线 分 为 两 类 : @ 虚 二 阶 曲 线 ,也 叫 虚 长 圆 曲 线 ,其 方程 
可 以 化 简 成 为 中 十 并 十 如 一 0; @ 实 二 阶 曲 线 ,也 叫 实 长 圆 曲线 ,其 方程 可 以 化 简 成 为 六 十 
y=0。 

(2) 当 4 的 秩 为 2 时 ,线性 方程 组 (2-1) 只 有 两 个 是 线性 独立 的 ,因此 二 阶 曲线 有 一 个 
奇异 点 ,不 妨 设 为 点 Q。 

首先 ,奇异 点 Q 的 极 线 不 存在 ,因此 将 式 (2-2) 右 端 中 的 p; 换 成 vi 时 ,因为 点 Q 是 奇异 
点 , 则 有 二 w= 二 ws 二 0, 而 这 不 代表 任何 直线 。 

其 次 , 除 奇 异 点 外 任意 一 点 X 的 极 线 都 通过 奇异 点 Q, 这 是 因为 

pluiqi 十 zagz 十 zags) = (anzi anze 二 aisz3)q1 十 (azlzl + a2z Za 十 qz3Z3)92 
十 (Qa1X1 十 Q32 Tz + Qa3 Xs ) ga 
= (aug + auzg 十 aiags)zl 十 (az1q1 十 azags 十 Q23 3 ) TX2 
十 (as1gi 十 aazgs 十 aasgs ) zs 
一 0zl 十 0zs 十 0zi 一 0。 

也 就 是 说 ,奇异 点 和 平面 上 每 一 点 都 共 思 。 

现在 取 这 个 唯一 奇异 点 作为 坐标 三 角形 的 顶点 A;(0,0,1), 则 由 式 (2-1) 得 as 一 azs 一 
433 二 0。 取 平面 上 任 一 点 (不 在 二 阶 曲线 S=0 上 ) 作 为 坐标 三 角形 的 顶点 A (0,1,0) ,那么 
点 A; 的 极 线 a 由 前 面 所 说 通过 As ,在 直线 a 上 任 取 一 点 作为 顶点 A1(1,0,0) ,如 图 7-12 
所 示 , 由 于 点 A! 和 点 4: 关于 二 阶 曲线 成 共 恩 ,和 前 面 (1) 的 讨论 一 样 ,有 az 一 0。 在 这 样 


选取 的 坐标 系 下 ,二 阶 曲线 的 方程 可 简化 为 
aa + azzxi 一 0， (2-6) 
其 中 az 和 azz 都 不 为 零 , 否 则 曲线 的 秩 将 小 于 2。 
如 果 我 们 作 一 坐标 变换 


T1 一 9 42 A 
VanuT 
三 Jy2 
2 A 图 7-12 
根据 式 (2-6) 中 各 项 系数 的 符号 情况 , 则 方程 进一步 可 化 简 成 为 两 种 情况 : 
外 十 并 一 0， (2-7) 
FH—y=0。 (2-8) 


因此 有 下 面 的 定理 。 

定理 2.2 只 有 一 个 奇异 点 的 二 阶 曲线 分 为 两 类 : 两 条 虚 直 线 ,其 方程 可 以 化 简 成 为 
六 十 六 二 0; 四 两 条 实 直线 ,其 方程 可 以 化 简 成 为 x 一 = 二 0。 

(3) 当 4 的 秩 为 1 时 ,线性 方程 组 (2-1) 只 有 一 个 是 线性 独立 的 ,因此 二 阶 曲 线 有 无 穷 
多 个 奇异 点 ,它们 形成 一 条 直线 。 取 这 条 直线 作为 坐标 三 角形 的 一 边 zi 二 0, 那 么 以 点 
4:(0,1,0) 和 点 A;(0,0,1) 代 入 式 (2-1) 得 

alz 一 022 一 413 = Q23 一 ai 一 0， 
故 二 阶 曲线 的 方程 可 简化 为 
. x1 = 0。 (2-9) 

因此 有 下 面 的 定理 。 

定理 2.3 ”有 一 条 直线 上 的 点 都 是 奇异 点 的 二 阶 曲线 是 两 条 重合 的 直线 ,其 方程 可 化 “ 
简 成 为 zx? 二 0。 


2.2 二 次 曲线 的 射影 分 类 


由 以 上 的 讨论 ,我 们 看 到 ,每 一 条 二 阶 曲线 经 过 适当 的 坐标 变换 作用 后 ,也 可 以 说 通过 
选取 适当 的 坐标 系 , 总 可 以 将 二 阶 曲线 的 方程 化 简 为 式 (2-4)、(2-5)、(2-7)、(2-8) 和 式 (2-9) 
中 的 一 种 ,这 些 方程 叫做 二 阶 曲线 的 标准 方程 , 共 代 表 5 类 曲线 。 

综 上 所 述 ,可 以 得 出 二 阶 曲 线 的 如 下 5 个 射影 分 类 ， 
| 实 二 阶 曲线 : zf 十 如 一 三 二 0 
虚 二 阶 曲线 : zx? 十 z2 十 二 二 0 
两 条 实 直 线 : zi 一 zi 二 0 
两 条 虚 直 线 : Xf? 十 z= 二 0 
4 的 秩 为 1 一 一 两 条 重合 直线 : 也 一 0 


非 退化 的 二 阶 和 曲线 ,4 的 秩 为 3| 


-ad 4 的 秩 为 21 
进化 的 二 阶 曲线 { 


与 推广 二 阶 曲线 的 方法 类 似 ,我 们 也 可 以 利用 矩阵 将 二 级 曲线 推广 成 含 退化 情况 在 内 ， 
并 且 根 据 对 偶 原 则 ,可 得 推广 后 的 二 级 曲线 的 5 个 射影 分 类 ， 
实 二 级 曲线 : 好 十 地 一 址 一 0 
虚 二 级 曲线 ,地 十 码 十 二 一 0 
两 个 实 点 : 好 一 地 =0 
两 个 虚 点 : 好 十 唯一 0 
4 的 秩 为 1 一 一 两 个 重合 实 点 : 好 二 0 
例 1 求 坐标 变换 ,将 二 阶 曲线 好 十 好 十 妇 一 6ziz 十 2zizs 十 2zsza 一 0 化 成 标准 方程 。 
1 一 3 1 
-3 11 
1 二 


非 退 化 的 二 阶 曲 线 ,4 的 秩 为 3 | 
-meal 


4 的 隘 为 2| 
进化 的 二 级 出 线 | 


解法 1 因为 4 一 的 秩 是 3, 取 该 曲线 外 一 点 A1(1,0,0), 则 点 A! 关于 


该 曲线 的 极 线 ai 方程 是 


即 
一 37; 十 za Er 0。 
在 极 线 a; 上 取 一 点 4: (3,1,0), 易 知 点 A 不 在 该 曲线 上 , 则 点 A; 关于 该 曲线 的 极 线 
az 方程 是 


1 一 3 Z1 
(3 1 0)| 一 3 1 ZX: |= 0， 
1 1 3 
即 
一 2zs 十 za 一 0。 


极 线 方程 是 


1 一 3 111zi 
{1 1 o- 1 1||z:|= 0,， 
1 1 1 lx 
即 
Za 一 0。 
作 坐 标 变换 


， / 
pxz 一 Xz 十 3， 


| 一 x1 十 3x 十 x ， 


CS / 
Ps 2T36 


将 此 变换 式 代 人 二 阶 曲 线 的 方程 化 简 整 理 得 


Zz4 一 8z4 十 8z3 一 0。 
再 作 坐 标 变换 TY1 一 24 ?73y2 一 VBz 9TY3 一 VSz4 ;将 其 代 人 上 式 化 简 得 该 曲线 的 标准 方程 为 
yy = 0。 
解法 2( 配 方法 ) 经 配方 , 原 二 阶 曲线 的 方程 可 以 写成 
(zi 二 zz 十 7) 一 8zizs 一 0。 


作 坐标 变 换 
pz 一 Zi 十 ze 十 za， 
|=- TL2, 
oz 一 Zi 
将 此 变换 式 代 和 人 配方 后 的 方程 得 


' 7 
er 和 一 8z?z3 一 0。 


i 二 二 过 一 由 yz Ee _ 十 ya 直 
再 作 坐 标 变换 cz 31，7Z2 /8 » TT3 本 ; 则 得 到 原 二 阶 曲 线 的 标准 方程 为 


WH 二 yi 一 y= 0。 
3 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 
如 果 将 仿 射 变换 的 代数 表达 式 


zx 一 Cl1Z 十 ly 十 ai， Ul Cl 
= 天 0 (3-1) 
y 一 az 十 zzy 十 azs， 421  Q22 
用 点 的 齐 次 仿 射 坐标 表示 , 即 设 
z= Ey 2 = 
Ts Ta Ts 
则 式 (3-1) 可 化 为 
* 
加 = Qn 2 十 a 一 十 ais， 
Ts Ts 
’ 
= a2l 一 十 as 一 十 ao2s 


设 oz 一 zs , 则 上 式 就 变 为 
oz1 一 QZ1 十 aw 十 CsZ3 
| 一 42l21 十 azzZs 十 Co3a， Czl Gazz dzs 
pzs 一 CassTa， 0 0 ass 
式 (3-2) 是 用 点 的 齐 次 仿 射 坐标 表示 的 仿 射 变换 公式 。 
显然 , 仿 射 变换 (3-2) 使 得 zx, ==0 变 成 区 一 0, 可 见 仿 射 变换 是 将 使 无 穷 远 直 线 仍 变 成 


了 关 0，p 关 0。 (3-2) 


无 穷 远 直线 的 射影 变换 。 
因此 本 节 将 以 无 穷 远 直 线 不 变 这 一 仿 射 性 质 为 基础 ,来 研究 二 次 曲线 (只 研究 二 阶 曲 
线 ) 的 仿 射 性 质 。 本 节 如 无 特别 说 明 , 所 指 的 二 次 曲线 均 为 二 阶 曲线 。 


3.1 二 次 的 线 与 无 穷 远 直 线 的 相关 位 置 


定义 3.1 在 仿 射 平面 上 , 齐 次 仿 射 坐标 (zi ,zx; ,zs) 满 足 三 元 二 次 方程 
aizi 十 azzz 十 aas2zi 十 2a1Tizzs 十 2aisziz3 十 2azszzx3 一 0 (3-3) 
的 点 的 集合 叫做 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 。 在 方程 (3-3) 中 ,系数 ay 为 实数 且 至 少 有 一 个 不 
为 零 ,方程 (3-3? 叫 做 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 的 方程 。 
方程 (3-3) 可 简写 成 


六 ai 一 0， 其 中 ai 一 ar。 
方程 (3-3) 也 可 以 用 矩阵 表示 为 


其 中 矩阵 4 一 (ay ) 叫 做 二 次 曲线 (3-3) 的 系数 矩阵 ,|4| 或 |ay | 表示 系数 行列 式 , 且 ww 一 ar 。 


Ql Ul2 Ul3 Ul CQ12 013 


当 dz21 CQ22 2323 天 0 时 , 则 此 二 次 曲线 叫做 非 退 化 的 二 次 曲线 ; 当 G21 dz22 G23 


U3l Us2 33 
0 时 ,此 二 次 曲线 叫做 退化 的 二 次 曲线 。 
现在 求 无 穷 远 直线 zs 一 0 与 二 次 曲线 的 交点 ,把 zs 二 0 代入 方程 (3-3) ,得 


Ca3l  Q32 U33 


auzx? 十 2a12 Xixs 十 qz zx? es 0， (3-4) 
从 而 解 得 . 

ZX1 一 az 士 Vals 一 anass (3-5) 

TX? Ull ° 


因此 , 当 af; 一 a11azz 之 0 时 ,方程 (3-4) 有 两 个 不 相等 的 实 根 ; 

当 ao 一 aaaz 一 0 时 ,方程 (3-4) 有 两 个 相等 的 实 根 ; 

当 aiz 一 ailC22<<0 时 ,方程 (3-4) 有 两 个 共 罗 的 虚 根 。 

根据 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 相交 的 情况 , 即 根据 Ass 二 一 (a3, 一 a11azwz) 的 符号 ,我 们 把 
式 (3-3) 所 表示 的 二 次 曲线 进行 分 类 。 | 

定义 3.2 当 A4s:>0 时 ,方程 (3-3) 所 表示 的 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲线 ; 当 A, 二 0 时 ， 
方程 (3-3) 所 表示 的 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ; 当 4A:<0 时 ,方程 (3-3) 所 表示 的 曲线 叫做 
双 曲 型 二 次 曲线 。 而 且 , 当 |4| 二 |a; | 隆 0 时 ,上 述 三 种 类 型 的 二 次 曲线 分 别 叫 做 椭圆 ,抛物 


线 、 双 曲线 。 

由 定义 ,显然 双 曲 线 与 无 穷 远 直线 有 两 个 实 交 点 ( 即 相 割 ) ,抛物 线 与 无 穷 远 直线 只 有 一 
个 实 交 点 ( 即 相 切 ) ,椭圆 与 无 穷 远 直线 有 两 个 共 罗 虚 交 点 ( 即 通常 意义 下 的 相 离 ) ,我 们 把 二 
次 曲线 与 无 穷 远 直 线 的 交点 叫做 二 次 曲线 上 的 无 穷 远 点 。3 种 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 的 位 


置 关系 如 图 7-13 所 示 。 


由 定义 显然 可 知 , 一 条 非 退化 二 次 曲线 为 抛物 线 的 充 要 条 件 是 它 与 无 穷 远 直线 相 切 。 


抛物 
线 
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3.2 二 次 曲线 的 中 心 


定义 3.3 无 穷 远 直线 关于 二 次 曲线 的 极点 ,叫做 该 二 次 曲线 的 中 心 。 
定理 3.1 二 次 曲线 SS= pS asyTiT}; 一 0(ai 二 a; ) 的 中 心 坐标 是 (As ， Ass ,As ) 。 


证 明 设 无 穷 远 直 线 zs 一 0 关于 二 次 曲线 5 寺 2 aizizi 一 0 的 极点 是 CCcl ,caycs)， 


于 是 由 本 章 已 知 直线 的 极点 公式 (1-13) ,有 
ailcl 十 aizcz 十 aiscs 一 0， 
| 十 azzcz 十 Qazscs 二 0， 上 上 关 0。 
Cal cl 十 aazcz 十 asscs 二 上 上， 
从 而 解 得 
ca an|, 


d13 Ql CII alz 


Cl1 :C2 : C3 一 


一 As A: : 4::。 (3-6) 


Uz2 Uz3 
故 二 次 曲线 的 中 心 坐 标 是 (A:: ,Ass , Ai:)。 

定理 3.2 双 曲 线 ,椭圆 各 有 了 唯一 中 心 且 为 普通 点 ,而 抛物 线 的 中 心 为 无 穷 远 点 。 

证 明 由 本 章 定理 3.1 的 结论 可 知 , 当 二 次 曲线 是 椭圆 或 双 曲 线 时 ,由 于 Ass 沽 0, 所 以 
二 次 曲线 的 中 心 C 为 普通 点 ,坐标 为 (As ,As ,Ass); 当 二 次 曲线 为 抛物 线 时 ,由 于 Ass 二 0， 
此 时 中 心 C 为 无 穷 远 点 ,坐标 为 (4: ,4:: ,0) ,图 7-14 表示 3 种 二 次 曲线 中 心 的 情况 。 

定理 3.3 抛物 线 的 中 心 C 的 坐标 为 (az ,一 al 0) 或 者 (az ,一 a1s ,0)。 


CQ23 a2l C21 CQC22 


图 ?7-14 


证 明 当 二 次 曲线 是 抛物 线 时 , 则 ao 一 auazs 一 0, 且 它 与 无 穷 远 直 线 相 切 ,这 时 无 穷 远 
直线 的 极点 即 为 抛物 线 与 无 穷 远 直线 的 切 点 C- ,所 以 抛物 线 的 中 心 是 无 穷 远 点 C- ,把 


3 
Xi3=0 代 人 S= > ayXiz; = 0(as 二 a; ) ,得 


1 一 0 


aunx? 十 2alyZ1Zs 十 aszz2 = 0， 


所 以 
1 _ a 二 V ai: ~ CGI1C22 
Zz 2 11 
因为 
alz — Qid22 一 0， 
所 以 
Tl C12 
2 Ql : 
从 而 


Claz ，— as0)。 


又 由 ae 一 CQ11Q22z 二 0 得 下 二 5 ,所 以 又 有 Claz ，— Qa12 0)。 


Ql11 


注 (1) 因为 无 穷 远 直线 是 仿 射 不 变 图 形 , 所 以 二 次 曲线 的 中 心 具有 仿 射 性 质 。 
(2) 本 章 中 对 二 次 曲线 中 心 的 定义 3. 3 与 第 3 章 第 2 节 中 的 定义 是 一 致 的 ， 
在 第 3 章 第 2 节 中 二 次 曲线 中 心 的 定义 为 : 平面 上 一 点 ,如 果 这 个 点 平分 经 过 它 的 二 


次 曲线 的 任意 的 弦 , 那 么 这 点 叫做 该 二 次 曲线 的 中 心 。 现 
证 明 这 两 个 定义 是 一 致 的 。 

证 明 如 图 7-15, 设 无 穷 远 直线 /- 的 极点 为 点 C, 过 点 
C 任 作 直线 交 二 次 曲线 于 A,B, 交 无 穷 远 直 线 1 于 点 D_， 
则 C4B,CD。)== 一 1, 即 

(ABC) = 一 1， 

所 以 C 是 弦 4B 的 中 点 。 

反 过 来 ,如 果 点 C 平分 过 它 的 任意 弦 4B , 则 (ABC)== 


ls 
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一 1, 这 时 点 C 关 于 二 次 曲线 的 共 思 点 均 为 无 穷 远 点 , 即 点 C 的 极 线 是 无 穷 远 直线 。 

(3) 当 二 次 曲线 表示 抛物 线 时 , 它 的 中 心 坐 标 是 (aa ,一 41170) 或 (ass ,一 alz 0) ; 故 在 欧 
氏 平 面 上 ,抛物 线 的 中 心 不 存 在 。 

我 们 以 后 把 椭圆 和 双 曲 线 叫 做 有 心 二 次 曲线 ,抛物 线 叫做 无 心 二 次 曲线 。 


3.3 二 次 曲线 的 直径 与 共 思 直 径 


定义 3.4 ”无 穷 远 点 关于 二 次 曲线 的 有 穷 极 线 叫 做 该 二 次 曲线 的 直径 。 

注 〈1) 由 于 中 心 是 无 穷 远 直线 的 极点 ,根据 配 极 原则 ,过 中 心 的 直线 的 极点 必 是 无 穷 
远 点 ; 反之 ,无 穷 远 点 的 极 线 必 通 过 中 心 。 因 此 ,直径 又 可 定义 为 : 通过 二 次 曲线 中 心 的 有 
穷 直线 叫做 直径 。 

(2) 在 第 3 章 第 2 节 中 的 直径 定义 为 : 二 次 曲线 的 一 组 平行 强 中 点 的 轨迹 叫做 该 二 次 
曲线 的 直径 。 这 个 定义 与 上 面 的 定义 3. 4 也 是 一 致 的 。 下 面 给 出 证 明 。 

证 明 ” 设 无 穷 远 点 工 的 极 线 为 p, 过 点 工 任 作 二 次 曲线 的 割 线 AB, 若 交 少 于 点 C, 则 
(4B,CL-) 一 一 1, 即 (ABC) 一 一 1, 所 以 点 C 是 弦 AB 的 中 点 ,由 于 过 点 工 .的 割 线 AB 的 任 
意 性 , 故 p 为 一 组 平行 弦 的 中 点 的 轨迹 ,如 图 7-16 所 示 。 

反 过 来 ,容易 证 明 , 若 有 一 组 相交 于 无 穷 远 点 L 的 平行 驴 , 则 这 组 平行 弦 的 中 点 C 均 
在 点 工 - 的 极 线 少 上 ,如 图 7-17 所 示 ， 


图 7-16 


(3) 由 于 抛物 线 与 无 穷 远 直 线 相 切 , 所 以 无 穷 lo ad Co 六 
远 点 关于 抛物 线 的 极 线 都 过 这 个 切 点 , 即 抛物 线 的 
直径 有 公共 的 无 穷 远 点 , 亦 即 抛物 线 的 直径 是 互相 
平行 的 ,如 图 7-18 所 示 。 

下 面 我 们 讨论 如 何 求 二 次 曲线 的 直径 方程 。 

设 二 次 曲线 的 方程 为 S= >，ayzirj 一 0(ay = 


i,j=1 


az ), 且 无 穷 远 点 为 P4p 0), 则 它 的 极 线 方程 为 图 7-18 | 


Sr 二 0, 即 直径 的 方程 为 


(ai zi awTz 十 aisTZa)A 十 (asi7Zi azz Ts 十 asZs)A 一 0。 (3-7) 
当 jy 关 0 时 ,直径 的 方程 也 可 写 为 
ailZi 十 Q12X2 十 Qi3Ts 十 有 R(CasiZl arr Qors) = 0。 | (3-8) 


当 二 次 曲线 表示 抛物 线 时 , 它 与 无 穷 远 直 线 的 切 点 为 无 穷 远 点 O(a1s ,一 aa ,0) 或 
《ez ， 一 Q12 ;0)。 因 为 这 时 的 直径 都 经 过 点 OQ ,所 以 直径 是 一 组 平行 直线 ,其 方程 为 
azl 十 aiazzzs 十 pzs 一 0， 《3-9) 
或 
auzzi 十 az brs 一 0， (3-10) 
其 中 5 是 参数 。 2 | 
定义 3.5 二 次 曲线 的 一 条 直径 与 无 穷 远 直 线 交 点 的 极 线 叫做 该 直径 的 共 瑟 直径。 
注 (1) 根据 配 极 原 则 和 共 瑟 直径 定义 可 得 : 两 条 直径 的 共 轿 关系 是 相互 的 。 
(2) 由 于 两 互相 共 亏 的 直径 彼此 通过 对 方 的 极点 ,所 以 共 思 直径 的 定义 也 可 和 叙述 为 : 
通过 中 心 的 两 条 共 轿 直线 叫做 共 轿 直径 , 且 把 与 一 对 共 轿 直径 平行 的 方向 叫做 共 堪 方向 。 
(3) 因为 抛物 线 的 直径 都 通过 抛物 线 与 无 穷 远 直线 的 切 点 ,所 以 抛物 线 的 直径 无 共 斩 
直径 。 但 是 抛物 线 的 每 一 条 直径 p 也 平分 一 组 平行 纺 , 如 图 7-19 所 示 ,直径 p 平分 与 AB 
(经 过 p 的 极点 PP ) 平 行 的 那 一 组 弦 。 我 们 把 抛物 线 的 直径 与 其 所 平分 的 弦 的 方向 叫做 共 
罗 方 向 ,但 不 是 共 罗 直 径 。 
0 


oo 2 


< 


P. 


N 
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定理 3.4 与 有 心 二 次 曲线 的 一 条 直径 平行 的 一 组 弦 ,被 它 的 共 生 直 径 所 平分 。 

证 明 如 图 7-20 所 示 , 设 AB,CD 是 一 对 共 斩 直 径 ,直线 AB 上 的 无 穷 远 点 已 .是 直线 
CD 的 极点 ,过 点 P- 引 直线 交 该 曲线 于 点 EE,F, 交 CD 于 点 G, 则 有 EF// AB, (EF,GP.)= 
一 ], 所 以 点 G 是 线段 EF 的 中 点 ,又 EFAAB, 所 以 CD 平分 与 AB 平行 的 弦 。 

反 过 来 ,如 果 CD 平分 与 4B 平行 的 弦 , 则 CD 一 定 是 4AB 与 无 穷 远 直 线 的 交点 P 的 
极 线 , 所 以 CD 是 AB 的 共 斩 直 径 。 

在 图 7-20 中 ,由 配 极 原则 ,还 可 以 看 出 ,过 两 点 C,D 处 的 切线 必 经 过 CD 的 极点 P。， 
所 以 这 两 条 切线 平行 于 AB( 如 图 7-21) ,于 是 有 如 下 的 推论 。 


图 7-20 


推论 ”过 一 条 直径 两 端点 的 切线 平行 于 该 直径 的 共 配 直径 。 

定理 3.5 ”一 对 共 罗 直 径 和 无 穷 远 直线 组 成 一 个 自 极 三 角形 。 

证 明 ” 共 思 直 径 的 交点 是 二 次 曲线 的 中 心 C, 点 C 是 无 穷 远 直 线 的 极点 。 同 时 一 条 直 
径 与 无 穷 远 直线 的 交点 正好 是 其 共 二 直 径 的 极点 ,所 以 它们 组 成 一 个 自 极 三 角形 。 

下 面 我 们 来 讨论 两 条 直径 成 为 共 轿 直径 的 条 件 。 


已 知 二 次 曲线 的 方程 为 S 三 2 asZzizj 二 0(as 二 a;), 且 它 的 一 条 直径 l 的 方程 为 


alZl 十 QizXz 十 Qi3T3 十 Razizl 十 azzzz 十 az3z3) 二 0。 ; 
设 直径 ! 的 共 配 直径 /的 方程 为 
ailzl 十 aizza 十 anxs 十 k (aszl 十 azzzz 十 azszs) 一 0。 
再 设 直径 /与 无 穷 远 直线 的 交点 是 Ps (az 十 ask ,一 al 一 aiz&0) ,点 Pw 的 极 线 /是 1 的 共 
轿 直 径 , 则 由 本 章 式 (3-7) 知 浇 的 方程 为 
(alil Ti 十 alizZz 二 Ql13T3) (a 二 azzk) 一 《asiZl arT tt a2x3) (a awk) 一 0， 


(3-11) 
即 
allZl 十 aw Ts 十 a13 Ts 一 于 十 2(ann 十 azzxz 十 assZs) 一 0， 
所 以 
3 Cil 十 ak 
Ql? 十 azwzk” 
因此 
Ql1l 十 alz Ck 十 有) 十 azzk 一 0。 (3-12) 


式 (3-12) 是 两 条 直径 ! 与 成 为 共 辆 直径 的 条 件 。 
注 车 直径 1 与 直径 的 方程 分 别 写成 
pC(auzi 十 aizzas 十 aisZs) 十 和 CazizZi ars 十 aszs) 一 0， 


Lanzit awzz 十 ais2s) tA 十 azzzzs 十 ar) 一 0。 


则 它们 成 为 共 罗 直 径 的 条 件 (3-12) 变形 为 
ap 十 at (到 十 Ap) 十 azz 信 一 0。 (3-13) 
判断 二 次 曲线 zizs 十 zezs 十 zszl 一 0 的 类 型 , 试 求 该 曲线 的 中 心 ,并 求 出 过 点 


例 1 
(0,1,1) 的 直径 及 其 共 忽 直径 的 方程 。 
解 ” 因 为 
1 1 
0 5 
1AI= | 寺 0 去 = 土产 0， 且 
1 1 
0 
1 二 1 1 
7 ,0 
6 1| 4 32 一 1 1 4 :| 1 本 二 
2 2 2 2 
所 以 该 二 次 曲线 表示 双 曲 线 , 目 中 心 坐 标 为 (1,1, 一 1)。 
设 该 二 次 曲线 一 条 直径 的 方程 为 


alZ1 十 alzTs 十 alsZa 十 有 (aszlzl 十 azzZs 十 zsZs) 一 0， 


因为 该 直径 要 过 点 (0,1,1), 于 是 得 


故 所 求 直 径 的 方程 为 2z: 一 zs 十 zs 一 0。 
设 所 求 共 斩 直 径 的 方程 为 


/ 
QT 十 a1 Ta 十 CisZs 十 (Casi Zi 十 azzZs 十 azs) 一 0， 


则 
1 x (2) 
+ an 二 awk > 2 一 2 
Qiz 十 422k 1 
2 


故 共 思 直 径 的 方程 为 2x1 十 zz 十 3zx3 一 0。 
例 2 求 二 次 曲线 xz 一 六 十 3f 十 y 一 2 二 0 平分 与 直线 2z 十 y=0 平行 的 芒 的 直径 的 


方程 。 
解 ”由 于 与 直线 2z 十 y 一 0 平行 的 弦 上 的 无 穷 远 点 为 P- (1 ,一 2,0) ,所 求 直 径 是 点 P。 


关于 该 曲线 的 极 线 
(=+ 误 )2( 一 > 十 到 )= 9， 


2z 十 47 十 1 一 0。 


3.4 二 次 曲线 的 浙 近 线 


定义 3.6 如 果 二 次 曲线 上 的 无 穷 远 点 的 切线 不 是 无 穷 远 直线 ,那么 把 此 直线 叫做 该 


二 次 曲线 的 渐 近 线 。 

由 定义 显然 可 得 : 抛物 线 无 渐 近 线 , 双 曲线 有 两 条 实 渐 近 线 ,椭圆 有 两 条 虚 渐 近 线 。 

渐 近 线 有 如 下 性 质 。 

定理 3.6 二 次 曲线 的 浙 近 线 相交 于 中 心 , 并 且 调 和 分 离 任 何 一 对 共 罗 直 径 。 

证 明 如 图 7-22 所 示 , 设 i 和: 是 二 次 曲线 的 两 条 渐 近 线 ,直线 1,// 是 一 对 共 轿 直径 。 
因为 渐 近 线 是 无 穷 远 点 处 的 切线 ,所 以 切 点 ,TT 就 分 别 是 : 和 z 的 极点 ,但 点 T, 开 在 无 穷 
远 直 线 1。 上 ,所 以 lw 通过 渐 近 线 t 和 zt 的 极点 。 根 据 配 极 原则 , 渐 近 线 也 通过 /的 极点 ,而 
人 -的 极点 是 二 次 曲线 的 中 心 , 即 渐 近 线 通 过 中 心 ,也 就 是 渐 近 线 相交 于 中 心 。 


1 
jl™ 
1 
1 


(b) 


图 7-22 


设 一 对 共 斩 直径 1,/ 与 无 穷 远 直 线 !- 交 于 点 P,P' ,根据 共 思 直 径 的 定义 有 
(PP’,TT’) = 
所 以 
(1’,#’) 一 一 1， 

即 浙 近 线 调和 分 离 共 固 直 径 。 

定理 3.7 如 果 双 曲线 的 一 条 切线 被 它 的 两 
条 新 近 线 所 截 , 那 么 切 点 是 截 得 线段 的 中 点 。 

证 明 如 图 7-23 所 示 , 设 点 C 是 双 盟 线 的 中 
心 , 任 一 切线 AB 与 双 曲 线 相 切 于 点 M, 且 切线 
AB 被 渐 近 线 CA ,CB 所 分 别 截 于 点 A 与 B。 

令 点 Cw 是 AB 与 i 的 交点 ,Ds 是 CM 与 1。 图 7-23 


的 交点 , 则 点 Cw 的 极 线 是 CD- ,因此 CD- 和 CC 为 共 轿 直径 , 且 有 
C(A. B. » DC. ) I (AB ,MC.) 二 二 


所 以 (4ABMD) 一 一 1, 故 点 M 是 线段 AB 的 中 点 。 
下 面 我 们 来 讨论 二 次 曲线 的 渐 近 线 方程 的 求法 。 


已 知 二 次 曲线 的 方程 为 一 ar5Ziri 一 0)aj 一 Ch | as | 关 0, 求 它 浙 近 线 的 方程 。 


证 法 1 由 于 渐 近 线 是 二 次 曲线 上 无 穷 远 点 的 切线 ,所 以 它 是 无 穷 远 点 的 极 线 ,因此 渐 
近 线 是 直径 ,而 且 它 通过 本 身 的 极点 ,这 就 是 说 它 是 自 共 示 直 径 。 而 两 条 直径 成 为 共 轿 的 条 
件 是 本 章 式 (3-12) 。 
由 于 是 自 共 轿 直 径 , 所 以 二 k, 故 有 
azk’ 十 2a1zk 十 a 一 :0。 (3-14) 
由 此 解 出 ks ,代入 本 章 直 径 方 程 (3-8) 即 可 得 到 二 次 曲线 的 渐 近 线 的 方程 为 
azZ1 十 alzZz 十 as2Za 十 Ri (asizi 二 azzTz 十 azzs) 一 0， 
与 
alZl awzz 十 alias7Zs 十 Asz(aiizl 十 aszza 十 azsza) 一 0。 


证 法 2 应 用 定义 直接 来 求 渐 近 线 的 方程 。 
由 于 二 次 曲线 S 三 2 QZiZi 一 0 ai 一 Qi | as | 关 0 与 无 穷 远 直线 Zzs 二 0 的 交点 满足 
方程 


az 十 2aizzizz 十 az 一 0。 (3-15) 
上 式 表示 两 条 相交 于 原点 的 直线 ,因为 这 两 条 直线 与 浙 近 线 有 公共 的 无 穷 远 点 ,所 以 两 条 浙 
近 线 分 别 与 这 两 条 直线 平行 ,另外 渐 近 线 又 经 过 中 心 ,所 以 ,如 果 中 心 的 非 齐 次 仿 射 坐标 为 
Ctlei ,cz) ,那么 渐 近 线 的 非 齐 次 仿 射 坐标 方程 为 
az 一 CD) 十 2aip(z 一 cl)(y 一 ce) 十 az(y 一 c)2 一 0。 (3-16) 
所 以 求 出 二 次 曲线 中 心 后 , 即 可 得 到 该 二 次 曲线 的 渐 近 线 的 方程 。 
例 3 求 二 次 曲线 xz? 十 2zy 一 3y? 十 2z 一 4y==0 的 渐 近 线 方程 。 
解法 1 设 渐 近 线 的 方程 为 
ailZl 十 alzZs 十 alszs tt klarzi ats 十 as) 一 0， 
于 是 由 本 章 式 (3-14) 有 
一 362 十 2 十 1 一 0， 
解 得 


所 以 渐 近 线 的 方程 为 
Z 十 7 十 1 十 (z 一 3y 一 2) 一 0， 


zy 十 1 一 诗 (z 一 3y 一 2) = 0。 
化 简 得 
2x—2y 一 ] 二 0 和 2z 十 6y 十 5 一 0。 
解法 2 因 为 4a 一 1 4 一 3,4a 一 一 4 所 以 二 次 曲线 中 心 的 非 齐 次 仿 射 坐标 为 


(一 十, 一 子 ) ,将 其 代 人 本 章 渐 近 线 方程 (3-16) ,得 
(z+ 诗 ) +2(z 十 于) (y+ 六)~3(y+33) 一 0， 


化 简 后 求 得 两 条 渐 近 线 的 方程 为 
2z+ 一 2y 一 1] 二 0 和 2z 二 6y 十 5 一 0。 


4 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 


所 谓 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 就 是 指 在 仿 射 变换 下 对 二 次 曲线 进行 的 分 类 。 
设 二 次 曲线 的 方程 为 


$= Daz, =。 (ay = aj)。 (4-1) 


在 本 章 第 3 节 中 ,我 们 根据 A 一 一 (oh 一 guan) 的 符号 将 方程 (4- 1) 所 表示 的 二 次 曲 
线 分 了 类 。 当 A:: >0 时 ,方程 (4- 1) 所 表示 的 曲线 叫做 椭圆 型 二 次 曲线 ; 当 hs = 二 0 时 , 方 
程 (4-1) 所 表示 的 曲线 叫做 抛物 型 二 次 曲线 ; 当 A:<0 i 
曲 型 二 次 曲线 。 

当 |as | 关 0 时 , 则 方程 (4-1) 表 示 的 是 一 条 非 退化 的 二 次 曲线 。 对 于 楷 贺 型 的 情形 ， 有 
一 种 是 椭 贺 ,方程 的 标准 形 为 刀 十 好 一 1=0, 当 然 又 应 有 另 一 种 标准 形 为 去 十 好 十 1 一 0, 即 
是 空 集 。 

当 |a |=0 时 , 则 方程 (4-1) 表 示 的 是 一 条 退化 的 二 次 曲线 。 根 据 射影 分 类 的 结果 , 齐 

次 坐标 的 标准 形 为 i 十 六 = 二 0 时 ， Ee xi 十 zi 一 0 和 zx? 十 1 二 0 两 类 ; 而 当 
标准 形 为 站 一 光一 0 时 ,在 仿 射 平面 上 应 分 为 Xi 一 Zi 二 0 和 好 一 1 一 0 两 类 ; 最 后 还 有 一 类 
标准 形 为 yf 二 0。 

综 上 所 述 ,二 次 曲线 可 以 分 为 以 下 9 个 仿 射 类 : 

(1) Ass =0, las | 关 0 ,标准 方程 ZI 一 蕊 十 1 二 0, 双 曲 型 , 非 退 化 , 双 曲 线 ; 

(2) Ass 一 0, 1as | 关 0 ,标准 方程 好 一 2z: 一 0, 抛 物 型 , 非 退 化 ,抛物 线 ; 

(3) 4 >0,|az| 夭 0, 标 准 方程 zx? 十 zx 一 1 二 0, 椭 圆 型 , 非 退 化 ,椭圆 ; 

(4) 4s >0,|ar| 天 0, 标 准 方程 过 十 妇 十 1 一 0, 椭 圆 型 , 非 退化 , 空 集 ( 虚 椭圆 ) ; 

(5) As <<0， | ai | 一 0, 标 准 方程 | 一 蕊 二 0, 双 曲 型 ;退化 ,两 相交 实 直线 ; 


(6) 4:>0,|a| 一 0, 标 准 方程 zf 十 zi 二 0, 椭 圆 型 ,退化 ,一 实 点 (两 相交 虚 直 线 ) ; 

(7) 4s 一 0,|az| 一 0, 标 准 方程 zf 一 1==0, 抛 物 型 ,退化 ,一 对 平行 实 直线 ， 

(8) As 一 0,|ay | = 二 0 ,标准 方程 十 1 一 0, 抛 物 型 ,退化 , 空 集 (一 对 平行 虑 直线) 
(9) 4 一 0,|ay|=0, 标 准 方程 夫 =0, 抛 物 型 ,退化 ,两 直线 重合 为 一 直线 。 

例 1. 将 二 次 曲线 的 方程 4z: 十 4zy 十 天 十 4z 十 2y 一 48 一 0 化 成 标准 方程 ,并 写 出 所 用 


的 仿 射 坐标 变换 式 。 
解 ” 原 方程 可 写成 
(2z 十 y)2 十 2(2z 十 y) 十 1 一 49 一 0， 
即 有 
(2z 十 y 十 1): 一 49 一 0。 
作 仿 射 变换 
Xx 一 2z 十 y 十 1 
a 
得 
zr:—49=0。 
再 作 仿 射 变换 
LL 
7 
y=y, 
得 到 该 二 次 曲线 的 标准 方程 为 
| xz 一 1 一 0 
所 用 的 仿 射 变换 式 为 
es dl 
2 
y= 
练 习 7 


1. 求 由 两 个 成 射影 对 应 4 一 4 二 3 的 线 东 z1 一 4zs 一 0 和 zs 一 Xzs 一 0 所 构成 的 二 阶 曲 


线 的 方程 。 
2. 求 出 通过 下 列 5 点 的 二 阶 曲线 的 方程 ,并 求 出 它 所 对 应 的 二 级 曲线 的 方程 : 
(1) (1,0,—1),C1,0,1),C1,2,1),C1,2,—1),(C1,3,0); 
(2) (1,0,0), C0,1,0) ,C0,0,1) ,C1,1,1), Ca ,CQ3 ) 。 


3, 求 通过 定点 (1,0,1),(0,1,1),(0, 一 1,1) 且 以 2 一 Ta 一 0,7Zz 一 Ts 一 0 为 切线 的 二 次 
曲线 的 方程 。 


4 求 二 阶 和 曲线 于 一 2 型 十 3 台 一 zz 一 0 过 点 (2,A/ 号 ,1 ) 的 切线 的 方程 。 


5. 求 二 级 曲线 4 十 专 一 苔 二 0 在 直线 [1,2,1] 上 的 切 点 的 方程 。 

6, 设 A,B,C,P,Q,R 为 二 次 曲线 上 的 6 个 点 ,PQ 交 BC,CA,AB 于 点 玉 ,F,G,PR 交 
BC,CA,AB 于 点 工 ,M,N。 求证: (QE ,FG) 一 (RL,MN) 。 

7. 已 知 动 点 与 一 个 简单 四 点 形 的 4 个 顶点 所 连 直线 的 交 比 是 常数 。 求 证 : 动 点 的 轨迹 
是 一 条 二 阶 曲 线 。 

8. 欧 氏 平面 上 三 角形 ASA’ 的 两 顶点 A ,A' 常 在 两 条 定 直 线 ! 及 上 上 移动 , 且 点 S 为 定 
点 , 顶 角 S 为 定 值 。 求证: AA' 作 成 一 条 汪 阶 曲线 , 且 包 括 1 和 在 内 。 

9. 求 包 含 5 条 直线 pL1,0, 一 1],g[1,2,1],r[1,2, 一 1j],s[1,0,1],t[1,1,2] 的 二 级 曲 


线 的 方程 。 
10. 给 定 二 阶 曲 线 上 的 6 个 点 ,可 以 产生 多 少 条 帕斯卡 线 ? 对 偶 地 ,对 于 二 级 曲线 
如 何 ? 


11. 在 内 接 于 圆 的 两 个 三 点 形 ABC 和 44BMC 中 , 设 4B 与 人 人 3' 交 于 点 已 ,BC 与 B'C’ 
交 于 点 Q,CD 与 CD“ 交 于 点 尺 , 证 明 : 三 点 P,Q,R 共 线 。 

12. 设 内 接 于 同一 个 圆 的 两 个 四 点 形 ABCD 和 A’'B'C'D' 中 , 设 AB 与 A'B' 交 于 点 P， 
BC 与 B'C' 交 于 点 Q,CD 与 CO/' 交 于 点 及 , 且 三 点 P,Q,R 共 线 。 证 明 ， DA 与 D'A 的 交点 
S 也 在 这 条 直线 上 。 

13. 求 下 列 各 点 关于 给 定 二 次 曲线 的 极 线 : 

(1) 点 (1,2,1) 关 于 2x? 十 4zizs 十 6zizxs 十 x? 二 0，; 

(2) 点 (1, 一 1,0) 关 于 3z? 十 5 十 十 7zxizs 十 4z1 zy 十 5zoxs 二 0; 

(3) 点 (2,1,1) 关 于 4z? 十 3zizs 一 zi 二 0; 

(4) 点 (1,0) 关 于 3z2 一 6zy 十 5 好 一 4z 一 6y 十 10 一 0; 

(5) 点 (6,4) 关 于 xz? 十 3y 十 37X 一 y 二 0。 

14. 求 下 列 直线 关于 给 定 二 阶 曲线 的 极点 ， 

(1) zi 一 Xz 十 3xs 一 0 关于 2z? 一 3z2 一 5z3 十 6x1xzs 十 3z1z3 十 16zsx; 二 0; 

(2) Zz 十 3zz 十 zs 二 0 关于 3x 十 5z2 十 zf 十 7z1zz 十 4z1xs 十 5zzxs 二 0; 

(3) 3z 一 y 十 6 一 0 关于 妇 一 2zy 十 风 一 2z 一 6y 一 0; 

(4) Z 一 3 一 0 关于 2z2 一 4zy 十 妈 一 2z 十 6y 一 3 一 0) 

(5) y 一 0 关于 4z2? 十 2zy 一 6z 一 10y 十 15 一 0。 

15, 设 四 边 形 ABCD 是 二 阶 曲 线 的 内 接 四 边 形 ,XY2 是 对 边 三 点 形 。 求 证 , 点 B,C 
处 的 切线 交 在 直线 YZ 上 ,点 4,D 处 的 切线 也 交 在 直线 YZ 上 ， 

16. 车 两 条 非 退 化 二 阶 曲线 相交 于 4 点 ,求证 两 条 曲线 的 方程 可 以 写成 ， 


esa 第 7 章 二 一 众 曲线 的 性 反 与 分 类 


az 十 az 巡 十 az 一 0 (aiasas 和 关 0) 和 


biz? 十 Box? 十 baz 一 0 (Cb1b2b; 天 0) 全 


17， 求 下 列 二 阶 曲线 的 矩阵 的 秩 , 若 曲线 是 退化 的 , 求 出 奇异 点 。 
(1) 2z 好 一 好 十 5z 一 ia 一 4Zzza 十 7z3Z1 一 0; 


(2) 2 好 十 3z 一 好 十 Zizs 十 2z2zy 一 ZaZI 一 0; 


(3) x? 二 4zx2 十 4xi 一 4z1xs 一 8Xz2xs 十 4T3Xi = 二 0。 
18. 求证 : 二 阶 曲线 上 一 点 是 奇异 点 的 充 要 条 件 是 它 与 曲线 上 任何 点 所 连 的 直线 上 的 


所 有 点 都 在 该 曲线 上 。 


19. 将 下 列 二 阶 曲线 的 方程 化 成 标准 方程 ,并 写 出 所 用 射影 变换 : 
(1) 2x? 二 x 二 3x? 一 4zZlzs 十 6zazy 一 4zizl 一 0 


(2) zzos 十 ZrzZay 十 ZI 一 0; 


(3) z4 十 4z 十 9z 十 4zizz 十 12zszy 十 6zizl 一 0 
(4) 4z 十 15z2 一 5z23 十 16zizs 一 22zzz3 一 8zizl 一 0。 
20. 判断 二 次 曲线 Z172 十 XoX3 十 Za 一 0 的 类 型 ; 求 出 中 心 ,并 求 过 点 (0,1,1) 的 直径 


及 其 共 斩 直 径 。 


21. 证 明 : 两 条 直线 p,q 关于 非 退 化 二 阶 曲 线 》) au zizi 一 0 为 共 二 直 线 的 充 要 条 


件 是 


p! pb: ps 


22. 在 仿 射 平面 上 ,判断 下 列 方程 所 表示 的 二 


准 方程 的 仿 射 变换 。 
(1) 好 十 2zy 一 2 凡 一 6z 一 2y 十 9 一 0 
(3) 妇 十 2zy 十 2 史 一 6z 十 27y 十 15 一 0; 
23. 证 明 ; 在 仿 射 坐标 系 下 ,方程 


(az 十 有 十 7 十 2(pz 十 aqy 十 r) 一 0， 


表示 一 条 抛物 线 。 


次 曲线 的 类 型 ,并 求 出 将 下 列 方程 化 为 标 


(2) 妇 一 2zy 十 2 如 一 4y 十 3 一 0; 
(4) 4z2 十 4z39 十 史 十 47 十 2y 一 48 一 0。 


a fz0 
pa 


“大 学 几何 ”与 
“中 学 几何 ” 


“天 学 几何 " 对 “中 学 几何 ”的 指导 意义 


此 处 的 “大 学 几何 ” 泛 指 高 等 师范 院 校 数学 系 本 科 生 所 学 的 几何 ,包括 : 空间 解析 几何 、 
向 量 空间 与 向 量 代 数 .向 量 分 析 、 几 何 基 础 .射影 几何 、 微 分 几何 以 及 拓扑 学 等 课程 。 现 阶段 
的 “中 学 几何 ” 则 主要 包括 : 度量 几何 .变换 几何 .几何 基础 及 复数 几何 ,甚至 还 出 现 了 “拓扑 
学 ”的 内 容 , 与 原来 所 说 的 “初等 几何 ”是 有 很 大 区 别 的 。 中 学 数学 教材 中 几何 内 容 的 这 些 变 
化 是 中 学 教育 顺应 时 代 发 展 的 必然 结果 。 


1 中 学 几何 的 研究 内 容 及 方法 


1.1 几何 学 的 研究 对 象 及 分 类 


“几何 学 ?这 一 大 家 都 熟悉 的 名 词 ,在 很 多 书 中 并 没有 严格 的 定义 ,但 没有 人 不 明白 它 的 
含义 。 因 为 在 中 学 数学 教科 书 中 ,把 “几何 学 ”解释 为 : 研究 物体 的 空间 形式 (简称 形 ) 的 数 
学 分 支 ( 或 学 科 )。 虽 然 这 个 解释 并 不 能 反映 几何 学 (特别 是 近 、 现 代 几 何 学 ) 的 全 部 ,但 它 是 
最 容易 被 中 学 生理 解 和 接受 的 。 因 此 可 以 说 ,几何 学 研究 的 对 象 是 “ 形 ” 和 “与 形 有 关 的 那些 
元 素 ”。 

几何 学 是 非常 古老 的 学 科 之 一 , 它 从 测量 土地 开始 逐渐 形成 ,经 历 了 两 千 多 年 的 漫长 岁 
月 (这 在 第 一 部 分 中 已 有 所 了 解 ), 到 目前 为 止 ,已 经 发 展 成 为 一 个 庞大 的 “家 族 ” ,其 “家 庭 成 
员 " 越 来 越 多 ,学 科 分 支 也 越 来 越 细 ,几何 书籍 的 名 称 更 是 种 类 繁多 五花八门。 对 这 个 “家 
族 成 员 ” 的 分 类 主要 有 以 下 几 个 方面 。 

1. 按 对 应 平行 公理 的 不 同 分 类 , 例如 : 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 ,其 中 非 欧 几何 又 被 分 为 
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双 曲 型 几何 与 椭圆 型 几何 。 
2. 按 研究 方法 的 不 同 分 类 ,例如 : 解析 几何 、 微 分 几何 积分 几何 等 。 
3. 按 研究 范围 的 不 同 分 类 ,例如 , 平面 几何 .立体 几何 .球面 几何 等 。 
4 按 研究 对 象 的 不 同 分 类 ,例如 : 曲线 几何 ,曲面 几何 等 。 
5。 按 对 应 变换 群 的 不 同 分 类 ,例如 : 欧 氏 几何 、 仿 射 几何 、 射 影 几 何等 。 
许多 几何 学 则 按 主要 发 明 者 的 名 字 来 命名 ,如 : 欧 氏 几何 .罗氏 几何 、 黎 曼 几 何等 。 


1.2 中 学 几何 的 主要 研究 内 容 


中 学 数学 (包括 初中 与 高 中 ) 教 材 中 ,几何 一 直 以 来 都 是 非常 重要 的 内 容 , 也 是 占用 篇 幅 
较 多 的 。 从 初 一 到 高 三 ,几乎 每 个 学 年 都 有 关于 几何 的 内 容 。 A 
象 一 一 图 形 的 直观 性 ,以 及 人 们 在 日 常生 活 中 对 它 的 频繁 接触 所 决定 的 。 

1. 早期 中 学 数学 教材 中 几何 内 容 的 基本 结构 

新 中 国 成 立 以 来 ,我 国 的 中 学 数学 教材 中 几何 部 分 主要 经 历 了 几 个 大 的 变化 。20 世纪 
50 年 代 基 本 沿用 前 苏联 的 教材 模式 ,几何 内 容 主 要 为 平面 几何 与 立体 几何 。20 世纪 60 年 
代 初 开始 增加 平面 解析 几何 的 内 容 。 直 到 70 年 代 末 ,中 学 几何 基本 分 为 三 大 块 ; 平面 几 
何 ` 立 体 几 何 与 平面 解析 几何 。 其 中 平面 几何 主要 研究 基本 的 平面 直线 形 ( 主 要 包括 线段 、 
直线 及 其 性 质 , 三 角形 及 其 性 质 ,四 边 形 及 其 性 质 ) 与 圆 等 基本 图 形 及 几何 性 质 等 。 立 体 几 
何 主要 研究 空间 直线 .平面 及 相关 位 置 ,简单 几何 体 ( 基 本 的 柱 、 锥 、 台 、 球 ) 及 其 体积 .表面 积 
的 计算 等 。 平 面 几 何 、 立 体 几 何 两 部 分 内 容 主 要 采用 “公理 法 ” 
的 方法 。 由 于 这 种 方法 对 作 图 与 逻辑 推理 要 求 较 高 ,给 学 生 学 习 几 何 造 成 了 一 定 的 困难 , 曾 
经 一 度 有 “几何 几何 , 磨 破 脑 沈 ,先生 难 教 , 学 生 难 学 ”的 说 法 。 平 面 解 析 几 何 则 主要 是 用 代 
数 方法 研究 直线 与 圆锥 曲线 的 方程 .性 质 等 。 

2. 后 期 的 中 学 数学 教材 对 几何 内 容 的 改革 

从 20 世纪 80 年 代 开始 至 今 , 随 着 教学 大 纲 的 不 断 更 新 ,教育 教学 及 课程 改革 与 实践 不 
断 的 进行 ,新 的 课程 标准 (简称 “新 课 标 ”) 的 颁布 ,中 学 几何 的 内 容 及 结构 发 生 了 较 大 的 变 
化 。 一 方面 原来 的 三 大 部 分 : 平面 几何 立体 几何 与 解析 几何 的 内 容 被 拆 分 开 来 ,与 其 他 数 
学 内 容 有 机 结合 ,重新 进行 了 组 织 , 并 去 掉 了 老 教材 中 元 长 繁琐 的 内 容 , 保 留 了 其 中 的 精华 ， 
男 一 方面 改革 后 的 教材 尽量 多 地 与 生产 生活 实际 相 联 系 , 不 但 大 大 降低 了 学 生 学 习 几 何 的 
难度 ,而 且 也 提高 了 学 生 学 习 几 何 的 积极 性 。 另 外 ,后 期 数学 教材 还 在 中 学 几何 中 逐步 引入 了 
“向 量 "“ 变 换 ”, 甚 至 “矩阵 ”这样 一 些 新 的 元 素 及 对 应 方法 ,把 几何 中 一 些 原来 繁琐 的 逻辑 推 
理 转 化 为 代数 运算 来 实现 ,这 在 降低 学 习 难 度 的 同时 也 使 得 几何 与 代数 的 结合 关系 更 加 紧密 。 

现 阶段 " 中 学 几何 ”研究 的 内 容 主要 涉及 度量 几何 、 欧 氏 风 何 与 变换 几何 的 基本 内 容 。 

(1) 度量 几何 

度量 几何 学 主要 研究 从 长 度 ,面积 \ 体 积 的 定义 .计算 与 相关 性 质 ,到 可 列 可 加 测度 ,其 


至 包含 可 将 几何 学 定量 化 的 三 角 学 与 分 形 分 数 维 数 的 计算 等 ; 中 学 几何 中 只 涉及 度量 几何 
的 最 基本 内 容 。 现 行 的 中 学 数学 教材 中 ,从 初 一 的 “图 形 认识 初步 *“ 相 交 线 与 平行 线 >"“ 三 
角形 ”, 初 二 的 “全 等 三 角形 ”“ 四 边 形 ”, 初 三 的 “ 圆 ”等 原来 属于 平面 几何 的 内 容 到 高 中 属于 
立体 几何 和 三 角 学 的 部 分 内 容 , 只 要 是 研究 求 长 度 、 角 度 、 面 积 、 体 积 等 涉及 度量 的 几何 问 
题 ,都 属于 度量 几何 学 的 范畴 。 

(2) 欧 氏 几何 

对 欧 氏 几何 ,在 第 一 部 分 中 已 经 做 了 较 详 细 的 介绍 。 目 前 中 学 几何 的 大 部 分 内 容 仍 属 
于 欧 氏 几何 的 范畴 ,所 用 方法 也 是 以 公理 法 为 基础 ,直接 研究 图 形 的 性 质 。 

从 最 早 的 《原本 ?问世 ,到 不 断 地 完善 为 一 种 演绎 的 科学 体系 , 欧 氏 几何 在 几何 学 的 统治 
地 位 持续 了 两 千 多 年 ,直到 非 欧 几何 出 现 , 它 的 地 位 才 得 以 动摇 。 但 是 欧 氏 几何 的 精髓 一 一 
公理 化 的 思想 方法 在 儿 何 学 中 仍然 占有 重要 的 地 位 ,而 且 它 对 后 世 的 影响 还 不 仅 限于 几何 
学 以 及 数学 方面 , 它 的 影响 甚至 超越 了 数学 的 范围 ,可 以 说 直到 现在 仍 是 数学 家 们 所 追求 的 
崇高 学 术 目 标 。 

(3) 变换 几何 

变换 几何 学 起 源 于 大 数学 家 克 莱 茵 的 “爱尔兰 根 纲领 "及 “变换 群 与 几何 学 ”的 基本 
思想 。 

“变换 群 与 几何 学 ”的 基本 思想 为 : 将 变换 群 这 一 代数 概念 与 几何 学 联系 起 来 ,从 而 使 
当时 看 起 来 互 不 相干 的 几何 学 得 以 统一 ,并 依据 群 的 关系 进行 分 类 。 

中 学 几何 涉及 的 变换 主要 有 : 合同 (包括 轴 对 称 .平移 与 旋转 ) 变 换 , 相 似 ( 位 似 与 相似 ) 
变换 , 仿 射 \ 反 演 和 简单 的 拓扑 变换 等 变换 几何 的 价值 在 于 ， 

Q@ 变换 使 几何 图 形 由 静态 转向 动态 ;从 几 科 浊 用 本 以 宙 六 必定 
用 “折纸 ”来 实现 。 

@ 变换 成 为 学 生 认 识 图 形 的 工具 ,通过 轴 对 称 .中 心 对 称 .平移 .旋转 、 位 似 、. 相 似 、 仿 射 
等 变换 ,可 以 对 常见 的 图 形 如 : 正三 角形 .等 腰 三 角形 .矩形 .平行 四 边 形 . 蓉 形 、 圆 等 有 更 深 
刻 的 认识 ,也 可 以 将 简单 的 基本 的 图 形 通 过 变换 自然 地 过 渡 到 较 复杂 的 图 形 。 

@ 利用 变换 论证 几何 问题 ,使 一 些 复杂 的 问题 大 大 简化 。 

例如 : 三 角形 全 等 是 利用 合同 变换 实现 的 ; 等 腰 三 角形 的 性 质 ,用 对 称 性 很 容易 说 明 。 

改革 后 的 中 学 教材 ,虽然 加 强 了 变换 几何 的 内 容 , 但 所 占 篇 幅 并 不 大 , 主要 是 作 分 散 处 
理 , 未 作 集中 安排 ,也 没有 成 为 系统 ; 而 且 变 换 观 点 与 传统 欧 氏 几何 观点 的 衔接 不 密切 也 不 
规范 。 在 这 部 分 内 容 的 教学 上 ,主要 依赖 数学 教师 对 教材 的 理解 .把 握 和 处 理 , 一般 来 说 很 
难保 证 教学 效果 。 


1.3 中 学 几何 的 基本 研究 方法 


现 阶段 中 学 数学 教材 涉及 几何 的 研究 方法 主要 有 以 下 两 大 类 。 


1. 公理 化 思想 方法 (简称 公理 法 ) 

从 以 《原本 ;) 为 代表 的 “直观 性 公理 化 时 期 ”以 非 欧 几 何 的 发 现 为 代表 的 “思辩 性 公理 化 
时 期 ”, 以 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 为 代表 的 “形式 主义 公理 化 时 期 ”到 以 布尔 巴 基 的 《数学 原 
本 ) 为 代表 的 “结构 主义 公理 化 时 期 ”, 公 理化 思想 方法 经 历 了 漫长 的 发 展 过 程 ,至 今 在 科学 
方法 学 上 仍 有 很 强 的 示范 作用 。 

公理 法 的 基本 思想 为 : 从 某 些 基本 概念 和 基本 命题 出 发 ,依据 特定 的 演绎 规则 ,推导 出 
一 系列 定理 ,从 而 构成 一 个 演绎 系统 的 方法 。 其 中 的 基本 命题 就 是 公理 ,它们 是 已 经 被 实践 
反复 证 明 而 被 认为 不 需 证 明 的 真理 ,是 一 个 演绎 系统 的 基础 。 

公理 法 的 结构 大 体 如 下 : 

原始 概念 描述 
给 出 定义 | 
公理 的 叙述 

在 早期 的 中 学 几何 教材 中 ,公理 法 占据 主导 地 位 ,对 逻辑 推理 的 朗 求 比较 严格 ,但 学 生 
接受 起 来 则 有 较 大 难度 。 随 着 教育 的 不 断 发 展 ,公理 法 在 中 学 数学 几何 方法 的 改革 中 历经 
几 多 沉浮 ,虽然 现在 的 教材 对 欧 氏 几何 的 内 容 已 经 不 再 按 一 个 严格 的 演绎 系统 来 展现 ,也 不 
再 强调 哪些 是 公理 ,人 导 些 是 定理 ,但 涉及 几何 证 明 的 部 分 ,基本 上 仍 保留 了 公理 法 思想 的 演 
绎 推理 规则 。 各 章 内 容 在 具体 展开 时 ,教材 大 多 先 从 感性 材料 .生活 实例 和 相关 背景 人 手 来 
给 出 几何 定义 ,描述 公理 ,然后 再 循序 渐进 地 导出 定理 。 这 样 做 的 目的 ,一 是 降低 学 生 对 公 
理 、 定 义理 解 的 难度 , 便于 学 生 接 受 ; 二 是 尽量 多 地 与 实际 生产 生活 相 联 系 ,使 学 生 学 有 
所 用 。 

2. 代数 法 

中 学 几何 涉及 的 代数 方法 主要 有 坐标 法 与 向 量 法 两 种 。 

(1) 坐标 法 

坐标 法 一 一 通过 建立 坐标 系 ,使 几何 元 素 中 的 “点 ”对 应 为 坐标 ,“ 线 ( 面 )” 对 应 为 方程 
(组) ,然后 利用 代数 运算 得 到 的 结果 来 研究 几何 问题 的 方法 ， 

传统 中 学 教材 中 ,坐标 法 主要 用 于 “平面 解析 几何 ”的 相关 内 容 , 且 “平面 解析 几何 ”也 只 
用 到 坐标 法 。 

坐标 法 的 关键 是 建立 适当 的 坐标 系 , 这 也 是 此 方法 的 难点 所 在 。 因 为 在 不 同 的 坐标 系 
下 ,几何 元 素 的 坐标 或 方程 是 不 同 的 ,坐标 系 的 建立 恰当 与 否 ,直接 影响 方程 是 否 简单 ,计算 
是 否 复杂 , 太 复杂 的 计算 会 让 学 生 失 去 解 题 的 信心 和 耐心 。 早 期 解析 几何 教材 对 坐标 系 的 
建立 及 坐标 系 变换 的 讨论 较 多 ,从 而 使 学 习 难 度 较 大 。 现 在 的 教材 大 多 数 情 况 下 只 用 到 标 
准 坐标 系 ( 也 是 使 方程 最 简单 的 坐标 系 ), 而 较 少 讨论 坐标 变换 。 但 作为 中 学 数学 教师 ,必须 
熟练 掌握 如 何 建立 恰当 的 坐标 系 和 利用 坐标 变换 化 简 方 程 的 方法 。 

(2) 向 量 法 

向 量 法 一 一 利用 向 量 及 其 运算 来 研究 问题 的 方法 。 这 是 新 教材 增加 的 内 容 。 


定理 一 推论 
公式 


可 


用 向 量 法 解决 几何 问题 的 关键 : 一 是 熟练 掌握 向 量 的 运算 ; 二 是 正确 将 几何 问题 向 
量化 。 

向 量 法 和 坐标 法 并 不 是 完全 独立 的 两 种 方法 。 因 为 在 坐标 系 下 ,“ 向 量 " 与 “坐标 是 一 
一 对 应 可 以 互相 转换 的 ,向 量 的 运算 也 可 以 通过 坐标 来 实现 ,在 一 般 情况 下 ,向 量 法 又 比 坐 
标 法 更 简单 直观 。 

向 量 法 不 仅 用 于 解析 几何 内 容 , 也 用 于 平面 几何 和 立体 几何 之 中 ,甚至 在 三 角 函 数 、 不 
等 式 和 物理 中 也 有 应 用 。 

现行 中 学 教材 中 ,已 不 再 按 平面 几何 立体 几何 与 解析 几何 来 划分 几何 内 容 , 而 是 将 这 
些 内 容重 新 分 块 ,并 与 代数 、 三 角 函 数 等 其 他 数学 内 容 有 机 结合 在 一 起 ,形成 一 种 “模块 式 结 
构 ”, 并 根据 不 同 的 阶段 .不 同 的 对 象 规定 了 “ 必 学 ”与 “ 选 学 ”的 模块 。 


2 “大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ”的 联系 


高 等 师范 院 校 数学 专业 大 多 开设 有 “解析 几何 ”“ 微 分 几何 ”“ 几 何 基 础 *"、“ 射 影 几何 ”、 
“整体 微分 几何 ”“ 拓 扑 学 ”“ 代 数 几 何 ” 等 几何 课程 (我 们 将 它们 统称 为 “大 学 几何 ”) ,其 中 
有 些 属于 选修 课程 ,主要 是 为 能 够 进一步 深造 的 学 生 提 供 选 择 。 对 今后 从 事 中 学 数学 教师 
职业 的 学 生 而 言 , 上 面 的 多 数 几 何 课程 (如 : 解析 几何 、 微 分 几何、 几何 基础 及 射影 几何 等 ) 
是 必 不 可 少 的 ,本 教材 所 涉及 的 内 容 更 是 如 此 。 

“大 学 几何 ”与 “中 学 几何 ”之 间 , 既 有 直接 的 联系 ,又 有 宏观 指导 的 作用 。“ 中 学 几何 ”中 
包含 的 思想 方法 ,在 “大 学 几何 ”中 不 但 都 有 涉及 ,而 且 是 对 “中 学 几何 ”的 加 深 、 扩 充 与 拓展 。 

如 :“ 几 何 基础 ”是 中 学 平面 几何 与 立体 几何 内 容 中 的 公理 化 思想 方法 的 一 般 化 、 理 论 
化 与 系统 化 ; 空间 解析 几何 将 中 学 平面 解析 几何 的 内 容 从 二 维 延 伸 至 三 维 , 并 且 进 行 了 -- 
般 化 讨论 ,特别 是 向 量 代数 的 应 用 ,不 仅 使 内 容 进一步 加 深 ,还 找到 了 一 条 如 何 从 低 维 空间 
过 渡 到 高 维 空间 的 路 径 ; 射影 几何 是 对 欧 氏 几何 的 进一步 拓展 ; 而 微分 几何 ,拓扑 学 等 则 
是 用 更 新 的 方法 或 在 更 广 的 范围 来 研究 几何 。 


3 “大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ”教学 的 指导 意义 


高 等 师范 生 学 习 “ 大 学 几何 ”对 “中 学 几何 ”的 教学 有 何 指导 意义 ,是 未 来 中 学 数学 教师 
”应 该 明确 的 一 个 重要 问题 。 作 为 高 等 师范 院 校 的 数学 专业 ,肩负 着 培养 未 来 中 学 数学 教师 
的 重任 。 高 等 师范 院 校 数 学 专业 所 开设 的 “大 学 几何 ”系列 课程 ,对 于 今后 将 从 事 中 学 数学 
教学 的 准 教师 们 来 说 是 非常 重要 的 。 因 为 几何 课程 在 中 学 数学 内 容 中 占 了 相当 大 的 比例 。 
如 果 没 有 扎实 的 几何 功底 ,要 想 教 好 中 学 几何 是 不 太 容 易 的 。 

著名 教育 家 霍 姆 斯 基 对 教师 曾经 提 过 这 样 的 建议 :“ 应 当 在 你 所 教 的 那 门 科学 领域 里 ， 
使 学 校 教科 书 里 包含 的 那 点 科学 知识 ,对 你 来 说 ,只 不 过 是 你 人 门 时 的 常识 。 在 你 具有 的 科 
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学 知识 大 海中 ,你 所 教 给 学 生 的 那 部 分 基础 知识 ,只 应 当 是 沧海 中 的 一 村 1!” 俗话 说 “站 
得 高 才能 看 得 远 ”;“ 教 师 要 想 使 学 生得 到 一 滴水 ,自己 必须 至 少 要 有 一 桶 水 ”也 是 这 个 
道理 。 

在 大 学 学 习 “ 大 学 几何 ”的 课程 ,不光 要 学 习 其 内 容 , 了 解 其 背景 ,更 重要 的 是 学 习 其 中 
的 思想 方法 ,提升 视点 .加深 认 识 、 培 养 自身 能 力 .。“ 大 学 几何 ”及 其 思想 方法 可 以 加 深 “ 准 教 
师 ” 们 对 “中 学 几何 ”的 理解 ,提高 他 们 对 “中 学 几何 ”的 认识 ,扩大 他 们 的 几何 视野 ,培养 其 几 
何 素养 ,锻炼 其 能 力 。 

只 有 学 好 了 “大 学 几何 ”, 才 能 对 几何 学 有 一 个 较为 全 面 的 了 解 , 才 能 对 “中 学 几何 ”有 较 
深刻 的 认识 ,才能 够 站 在 更 高 的 位 置 用 更 广 的 角度 来 看 待 和 理解 “中 学 几何 ”, 也 才能 更 好 地 
驾驭 中 学 几何 课程 ,从 而 完成 好 中 学 几何 课程 的 教学 工作 。 


3.1 高 等 师范 院 校 数学 教学 改革 中 几何 课程 改革 的 重要 性 与 必要 性 


随 着 中 学 教学 改革 的 进程 不 断 深 入 ,教学 改革 及 课程 改革 被 推 到 了 非 改 不 可 的 境地 。 
高 等 师范 院 校 数学 教育 中 ,几何 课程 内 容 的 改革 与 教育 改革 又 是 历来 数学 教育 改革 的 热点 
及 争议 较 大 的 问题 。 由 于 大 学 数学 专业 新 课程 的 增加 (信息 类 .思想 教育 类 .新 的 实用 技术 
类 等 ) ,使 传统 几何 课程 的 教学 学 时 大 大 压缩 ,而 “中 学 几何 ”对 “大 学 几何 ”的 需求 则 有 增 无 
减 , 这 使 得 “大 学 几何 ”到 了 必须 改革 的 时 候 。 

本 书 一 一 《几何 学 概论 》 正 是 顺应 这 个 潮流 进行 高 等 师范 院 校 数学 专业 几何 课程 改革 的 
结果 。 

为 了 满足 中 学 数学 课程 改革 对 几何 课程 的 要 求 , 我 们 将 几何 发 展 史 、 几 何苦 础 与 射影 几 
何等 几 门 课程 的 重要 内 容 有 机 结合 而 设立 了 “几何 学 概论 ”这 门 课程 ,为 了 配合 教学 ,特地 编 
写 了 《几何 学 概论 ) 一 书 。 其 目的 是 使 学 生 通过 对 该 课程 的 学 习 , 较 全 面 地 了 解 几 何 学 的 发 
展 概况 .不同 几何 分 支 的 研究 方法 ,理解 不 同 几 何 学 的 基本 观点 及 思想 方法 ,并 能 用 较 高 的 
观点 去 分 析 和 处 理 中 学 几何 的 问题 。 


3.2 用 现代 数学 的 观点 看 待 “ 中 学 几何 ” 


在 现代 数学 观点 下 ， 几何 ”已 不 仅 是 研究 “ 形 ” 的 数学 分 支 , 它 早已 发 展 为 一 棵 枝 繁 叶 茂 
的 大 树 并 包含 了 非常 丰富 的 内 涵 。 因 此 ,作为 中 学 数学 教师 ,对 “中 学 几何 ”应 该 有 更 加 深刻 
的 认识 。 | 

到 目前 为 止 ,中 学 几何 的 研究 对 象 虽然 还 是 以 具体 的 图 形 为 主 ,但 已 经 或 多 或 少 地 加 入 
了 现代 数学 的 思想 。 对 中 学 数学 教师 来 说 ,如 果 不 能 很 好 地 理解 与 掌握 现代 数学 的 观点 与 
方法 ,就 不 能 很 好 地 解决 “居高临下 ”进行 教学 的 问题 ,也 不 可 能 达到 很 好 的 教学 效果 。 因 此 
我 们 认为 对 中 学 数学 教师 来 说 ,应 该 很 好 地 理解 以 下 几 个 问题 。 


1. 对 几何 的 宏观 认识 

对 几何 的 宏观 认识 ,主要 应 从 以 下 几 个 方面 。 

(1) 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 1 

从 几何 学 的 发 展 来 看 ,首先 要 搞 清楚 的 是 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 的 关系 ,还 应 较 详细 地 了 
解 欧 氏 几何 的 发 展 过 程 以 及 它 的 理论 体系 。 

在 第 一 部 分 中 我 们 已 介绍 了 非 欧 几何 的 产生 及 发 展 过 程 。 这 里 主要 是 从 宏观 上 理解 欧 
氏 几 何 与 非 欧 几何 的 区 别 与 联系 。 

在 第 一 部 分 已 知 ,从 几何 学 的 理论 体系 来 看 , 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 的 大 部 分 (五 组 公理 
体系 中 的 前 四 组 ) 都 是 相同 的 ,这 四 组 公理 导出 的 几何 体系 称 为 绝对 几何 ; 由 于 第 五 组 公理 
《 即 平行 公理 ) 的 不 同 导出 了 不 同 的 妃 何 。 

比如 ,由 欧 氏 平行 公理 : 过 已 知 直 线 外 一 点 能 且 仅 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ; 与 
前 四 组 公理 一 起 就 导出 了 欧 氏 几何 体系 。 

将 欧 氏 平行 公理 改 为 : 过 已 知 直线 外 一 点 能 作 不 止 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ; 与 前 四 
组 公理 一 起 就 导出 了 非 欧 几何 中 的 双 曲 型 几何 (其 中 的 典型 代表 就 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 


车 欧 氏 平行 公理 改 为 : 过 已 知 直 线 外 一 点 不 能 作 直 线 与 已 知 直线 平行 , 即 任意 两 直线 都 相 
交 ; 与 前 四 组 公理 一 起 就 导出 了 非 欧 几何 中 的 椭圆 型 几何 (其 中 的 典型 代表 就 是 球面 几何 )。 

由 于 双 曲 型 几何 与 椭圆 型 几何 都 是 否定 了 欧 氏 平行 公理 而 导出 的 ， 因此 这 两 类 几何 都 
称 为 非 欧 几何 。 

(2) 欧 氏 几何 学 的 向 量 结构 和 度量 结构 

欧 氏 几何 与 公理 化 方法 是 中 学 几何 的 主要 研究 内 容 , 希 尔 伯 特 公理 体系 使 得 欧 氏 几何 
学 完备 化 ,但 并 没有 在 集合 论 的 基础 上 建立 起 几何 学 的 数学 结构 。 

为 建立 起 既 简 单 又 能 够 适合 几何 学 特征 的 数学 结构 ,著名 数学 家 外 尔 利用 代数 学 中 的 
向 量 空间 为 辅助 空间 ,建立 了 几何 学 的 向 量 结构 。 

对 欧 氏 几何 而 言 , 若 将 欧 氏 空间 中 的 元 素 看 作 向 量 , 它 就 可 以 构成 实数 域 上 的 向 量 空 
间 , 从 而 具有 了 向 量 结构 ; 在 此 向 量 空间 中 ,又 利用 向 量 的 内 积 来 定义 空间 的 基本 度量 一 一 
两 点 间 的 距离 ,再 利用 正 实 数 系 (R+ ) 作 为 辅助 结构 ,就 可 得 到 欧 氏 几何 的 度量 结构 ,使 欧 氏 
空间 成 为 度量 空间 。 因 此 欧 氏 空间 是 一 般 向 量 空间 的 加 强 。 

(3) 克 莱 茵 的 几何 统一 观 

早 在 1872 年 ,著名 的 德国 数学 家 克 莱 茵 在 他 就 任 埃 尔 朗 根 大 学 教授 时 作 了 题 为 “关于 
近代 几何 研究 的 比较 考察 ”的 报告 ,在 几何 领域 内 率先 提出 了 “变换 群 与 几何 学 ”的 思想 观 
点 , 即 可 以 利用 变换 群 与 几何 学 的 关系 将 几何 学 进行 分 类 。 这 一 观点 就 是 被 后 人 称 之 为 “ 埃 
尔 朗 根 纲领 ” 的 克 莱 苗 的 几何 统一 观 , 它 对 几何 学 的 发 展 起 到 了 非常 巨大 的 推动 作用 。 

(4) 微分 几何 观点 下 的 几何 统一 观 

微分 几何 是 用 微分 的 方法 来 研究 空间 的 曲线 .曲面 的 几何 特征 。 著 名 数学 家 高 斯 研究 


了 曲面 的 曲率 一 一 高 斯 曲率 ,并 证 明了 高 斯 曲率 在 保 长 变换 下 的 不 变性 后 ,提出 了 将 曲面 作 
为 一 个 空间 的 思想 ,使 曲面 的 几何 特性 可 以 不 借助 外 围 空间 而 在 自身 上 进行 研究 一 一 这 就 
是 内 蕴 几 何 的 思想 。 在 曲面 上 ,对 应 平面 上 的 直线 这 一 概念 的 就 是 测 地 线 , 它 是 曲面 上 连接 
两 点 的 最 短线 。 黎 曼 将 这 一 思想 继承 与 发 展 , 把 曲面 和 曲率 的 概念 推广 到 维 流 形 上 就 形 
成 了 黎 曼 几何 。 

在 常 曲率 曲面 中 最 常见 的 3 个 不 同类 型 的 曲面 : 平面 一 -高 斯 曲率 便 等 于 0; 球 
面 一 一 高 斯 曲率 恒 等 于 a(a 是 大 于 0 的 常数 ); 伪 球 面 一 高 斯 曲率 恒 等 于 8(6 是 小 于 0 的 
常数 ) 。 这 3 个 曲面 恰好 可 以 作为 三 种 几何 学 ( 欧 氏 几何 ,球面 几何 与 罗氏 几何 ) 的 研究 模 
型 。 高 斯 的 这 一 发 现 证 实 了 非 欧 几 何 的 客观 存在 ,打消 了 人 们 对 非 欧 几何 的 怀疑 ,使 得 非 欧 
几何 ( 双 曲 型 与 椭圆 型 两 类 ) 与 欧 氏 几何 真正 地 得 到 并 列 的 位 置 。 

2. 对 坐标 系 的 认识 

中 学 教材 中 ,坐标 系 是 利用 数 轴 来 定义 的 。 这 种 定义 方法 简单 .直观 ,容易 被 学 生 接 受 。 
但 这 样 的 定义 有 很 大 的 局 限 性 ,最 多 定义 到 三 维 欧 氏 空间 就 无 法 进行 扩展 了 。 

在 引入 向 量 后 ,坐标 系 可 以 利用 “ 标 架 ”来 定义 ; 进一步 地 ,利用 代数 知识 , 标 架 可 以 看 
作 向 量 空间 的 基底 ,基底 是 向 量 空间 的 最 大 线性 无 关 向 量 组 ,而 空间 任意 向 量 的 坐标 都 可 以 
由 基底 确定 。 根 据 基底 的 不 同 , 坐 标 系 又 可 分 为 : 直角 坐标 系 ( 基 底 为 标准 正 交 基 );， 仿 身 
坐标 系 ( 基 底 为 仿 射 基 ); 进一步 利用 齐 次 坐标 对 仿 射 坐标 系 加 以 推广 就 可 以 得 到 射影 坐标 
系 。 由 此 可 见 , “坐标 系 ” 实 质 上 就 是 空间 (几何 元 素 的 集合 ) 与 数 (或 数组 ) 集 合 之 间 建 立 一 
一 对 应 的 中 间 “ 桥 梁 ”。 这 个 “桥梁 ”也 可 以 认为 就 是 一 种 “一 一 对 应 关系 ”。 建 立 这 种 “一 一 
对 应 关系 ”的 目的 就 是 要 把 几何 元 素 “ 坐 标 化 ”, 使 几何 问题 “代数 化 ”, 从 而 用 代数 方法 来 研 
究 几 何 问题 。 

根据 所 讨论 问题 的 不 同 ,建立 的 坐标 系 也 有 所 不 同 。 例如; 研究 欧 氏 几何 时 应 该 使 用 
直角 坐标 系 , 因 为 直角 坐标 系 是 保 哈 变换 下 的 不 变 坐 标 系 ,适合 研究 图 形 的 度量 性 质 ; 研究 
仿 射 几何 应 该 使 用 仿 射 坐标 系 , 因 为 仿 射 坐标 系 是 仿 射 变 换 下 的 不 变 坐标 系 ,适合 研究 图 形 
的 仿 射 性 质 ; 而 研究 射影 几何 则 应 该 使 用 射影 坐标 系 ,因为 射影 坐标 系 是 射影 变换 下 的 不 
变 坐 标 系 ,最 适合 研究 图 形 的 射影 性 质 。 

3. 关于 直线 形 

直线 形 一 一 包括 直线 .射线 .线段 .三 角形 ,四边 形 等 ,既是 中 学 几何 研究 的 对 象 , 也 是 仿 
射 几何 .射影 几何 研究 的 对 象 。 由 于 研究 的 范围 不 同 , 研 究 的 内 容 也 不 尽 相 同 。 射 影 几 何 由 
于 它 的 高 度 概括 性 ,其 研究 的 结论 既 适 用 于 仿 射 几何 也 适用 于 欧 氏 几何 。 如 :; 结合 性 是 射 
影 不 变性 质 , 它 也 是 仿 射 不 变性 而 且 是 初等 几何 研究 的 内 容 ; 交 比 是 最 基本 的 射影 不 变量 ， 
可 它 也 有 初等 意义 。 因 此 ,一 些 中 学 几何 问题 中 , 若 只 涉及 结合 性 时 ,用 射影 方法 解决 起 来 
会 很 简便 ; 若 与 结合 性 与 平行 性 都 有 关系 时 , 则 可 用 仿 射 方法 来 解决 ( 详 见 第 9 章 ) 

4. 关于 二 次 曲线 理论 

二 次 曲线 是 利用 二 次 方程 来 定义 的 平面 曲线 ,* 中 学 几何 ”与 “大 学 几何 ”都 把 它 作为 研 


究 的 对 象 。 

在 中 学 解析 几何 中 所 涉及 的 二 次 曲线 是 圆锥 曲线 , 椭圆 、 双 曲线 与 抛物 线 。 研 究 它 们 
的 方法 都 是 利用 它们 的 直观 定义 来 求 出 标准 方程 ,然后 再 利用 标准 方程 来 讨论 它们 的 几何 
性 质 。 圆 锥 曲线 的 共同 点 之 一 是 它们 的 标准 方程 都 是 二 次 的 ; 共同 点 之 二 是 它们 都 可 以 用 
平面 截 割 圆锥 而 得 到 。 那 么 ,我 们 有 可 能 提出 下 面 的 问题 : 

问题 1: 圆锥 曲线 与 二 次 曲线 是 否 等 同 ? 

问题 2: 如 果 不 等 同 ,可 否 在 一 定 范围 内 或 一 定 条 件 下 等 同 ? 

通过 第 二 部 分 的 学 习 我 们 已 知 : 圆锥 曲线 与 二 次 曲线 一 般 情 况 下 不 等 同 。 但 如 果 在 欧 
氏 几 何 范围 内 讨论 ,圆锥 曲线 与 二 次 曲线 可 以 认为 基本 上 是 等 同 的 。 因 为 由 二 次 曲线 的 度 
量 分 类 知 : 非 退 化 的 二 次 曲线 只 有 三 种 : 椭圆 、. 双 曲线 和 抛物 线 ,每 一 种 中 又 有 大 小 与 形状 
的 区 别 5 如 圆 和 圆 大 小 可 以 不 同 , 圆 和 椭圆 除 大 小 外 形状 也 可 不 同 ), 但 它们 都 属于 圆锥 曲 
线 ; 而 退化 的 实 二 次 曲线 就 是 直线 (平行 .相交 或 重合 ,平行 有 距离 的 区 别 ,相交 有 不 同 夹 角 
和 交点 位 置 的 区 别 ) 。 除 实 线 之 外 , 欧 氏 空间 中 的 二 次 方程 对 应 的 图 形 还 有 可 能 是 虚线 。 

在 仿 射 空间 的 范围 来 讨论 二 次 曲线 ,就 只 有 按 仿 射 分 类 来 区 别 不 同 的 二 次 曲线 。 由 于 
仿 射 空间 只 保持 仿 射 性 质 不 变 , 不 能 保持 图 形 的 形状 。 按 仿 射 分 类 , 非 退 化 的 实 二 次 曲线 也 
只 有 三 种 : 椭圆 , 双 曲 线 .抛物 线 , 且 每 一 种 就 只 有 一 条 ,没有 大 小 形状 之 分 ; 退化 的 实 二 次 
曲线 也 是 直线 (平行 .相交 或 重合 ,但 平行 没有 距离 之 分 ,相交 没有 夹 角 之 分 ) 。 除 实 线 之 外 ， 
仿 射 空间 中 二 次 方程 对 应 的 图 形 也 有 可 能 是 虚线 。 

在 射影 空间 的 范围 来 讨论 二 次 曲线 ,只 能 按 射 影 分 类 来 区 别 不 同 的 二 次 曲线 ,由 于 射影 
空间 只 保持 射影 性 质 不 变 , 所 以 按 射影 分 类 , 非 退 化 的 实 二 次 曲线 就 只 有 一 条 ; 退化 的 实 二 
次 曲线 则 可 能 是 : 两 条 相交 实 直 线 、 一 条 二 重 实 直线 或 一 点 。 除 此 之 外 ,射影 空间 中 二 次 方 
程 对 应 的 图 形 也 可 能 是 虚 的 。 


练 习 8 


I， 学 习 了 本 章 后 ,你 对 中 学 几何 的 认识 是 否 有 所 提高 ”有 了 哪些 提高 ” 

2. 学 习 了 仿 射 几何 后 我 们 知道 ,在 仿 射 平面 上 ,利用 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 的 关系 可 
将 非 退 化 二 次 曲线 分 为 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 三 类 ,请 用 仿 射 观点 解释 中 学 解析 几何 中 的 如 
下 问题 : 

(1) 抛物 线 为 什么 没有 中 心 ? 

(2) 抛物 线 无 限 延伸 时 ,图 形 为 什么 沿 开口 方向 逐渐 与 对 称 轴 平行 ? 

(3) 是 否 存 在 与 双 曲 线 的 两 支 都 相 切 的 直线 ? 

3. 作为 未 来 的 中 学 数学 教师 ,你 是 否 有 信心 教 好 中 学 几何 ? 如 有 ,信心 源 于 何 处 ? 如 
没有 ,原因 何在 ? 


“大 学 几何 ”方法 在 “中 学 几何 ”中 的 应 用 


“大 学 几何 ”所 涉及 的 方法 有 : 公理 法 (也 称 综合 法 ) ,坐标 法 .向 量 法 .变换 法 、 投 影 法 、 
微分 法 等 。 公 理 法 和 坐标 法 在 中 学 几何 中 是 常用 的 ,但 中 学 教材 中 坐标 系 只 用 到 平面 直角 
坐标 系 ; 向 量 法 是 新 教材 增加 的 内 容 ,其 余 方 法 在 中 学 几何 里 涉及 较 少 。 但 变换 法 和 投影 
法 对 中 学 几何 是 非常 有 用 的 ,特别 是 仿 射 和 射影 变换 方法 用 于 中 学 几何 问题 时 ,往往 可 以 使 
问题 大 大 简化 。 下 面 主要 通过 一 些 例子 来 说 明 各 常用 几何 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 。 


1 “向 量 法 ”与 “坐标 法 ”在 中 学 几何 中 的 应 用 


向 量 在 中 学 几何 中 分 为 “平面 向 量 ” 与 “空间 向 量 ”, 平 面 几何 中 用 “平面 向 量 ”, 立 体 几何 
用 “空间 向 量 ”。 在 大 学 几何 中 平面 向 量 与 空间 向 量 都 是 向 量 , 本 身 并 没有 区 别 , 只 是 讨论 的 
范围 不 同 罢 了 。 向 量 的 应 用 涉及 向 量 的 运算 ,而 向 量 的 运算 又 可 以 利用 坐标 来 实现 ,讨论 的 
范围 不 同 , 坐 标的 个 数 就 不 一 样 ,这 时 就 有 了 平面 向 量 与 空间 向 量 的 区 别 。 

向 量 的 应 用 主要 是 利用 向 量 的 运算 ,其 中 最 能 反映 线 线 ( 面 ) 几 何 关 系 的 运算 是 向 量 的 
线性 运算 、 数 量 积 与 向 量 积 。 其 中 : 向 量 的 线性 关系 可 以 用 来 判断 它们 是 否 共 线 或 共 面 ; 
两 向 量 数量 积 是 否 为 零 可 以 判断 两 向 量 是 否 垂 直 ; 它们 的 向 量 积 是 否 为 零 向 量 则 可 以 反映 
两 向 量 是 否 平行 ( 共 线 )。 抓 住 这 些 特点 ,就 能 较 好 地 利用 向 量 来 证 明 几 何 问题 了 。 


1.1 用 向 量 法 证 明 共 点 (或 共 线 ) 问 题 


例 1 证 明 三 角形 的 三 中 线 共 点 , 且 交 点 到 三 角形 顶点 的 距离 是 它 到 对 边 中 点 距离 的 
2 倍 。 


证 法 1 设 三 角形 ABC 的 三 条 边 上 的 中 线 分 别 为 4D， C 


BE,CF, 如 图 9-1 所 示 , 在 三 中 线 AD, BE,CF 上 各 到 一 三 等 
分 点 。 E 思 
一 一 -> 2 一 一 > 
设 O 为 AD 的 三 等 分 点 , 且 有 AO, =3AD;O, 为 BE 的 有 KR 
= 2 一 > Sg A 2 
三 等 分 点 , 且 有 BO: 一 他 BE; O; 为 CF 的 三 等 分 点 , 且 有 CO, 一 
图 9-1 

2 —> 
sor. 


因为 D,E,F 分 别 是 BC ,CA,AB 三 边 的 中 点 , 故 有 
= 疡 1 


大 = AB +AC), 本 一 (BA +BCE), 


1 2.1 访 ,1 这 yr 
当 妨 + 计 妨 一 了: 直人 C+ 十 态 一 #(AB+AC) = 1. 

所 以 CO 与 O: 重合 。 同 理 可 证 O, ,O;,O; 三 点 重合 于 点 0, 即 三 角形 的 三 条 中 线 共 点 
O, 且 点 O 〇 到 三 顶点 的 距离 分 别 是 它 到 相应 对 边 中 点 距离 的 2 倍 。 

点 评 ”此 证 明 利用 了 三 线 所 共 点 的 特殊 性 质 : 该 点 到 顶点 的 距离 等 于 到 相应 对 边 中 点 
距离 的 2 倍 。 如 果 没 有 此 条 件 , 只 证 明 三 线 共 点 , 则 不 能 用 此 方法 ,可 改 为 如 下 证 法 。 

证 法 2 设 其 中 两 条 中 线 (不 妨 取 BE,CF ) 交 于 点 0, 如 图 9-2 所 示 , 则 有 


c AO-AF+B- A nF, -nD 
”因为 D,E,F 分 别 是 BC ,CA,AB 三 边 的 中 点 ,所 以 
一 -> 一 一 和 一 一 办- 1 一 一 一 一 一 
AO = AF++FO= ~ AB+nFC, 
4 天 8 2 
9-2 好 = 外 + 芒 = 了 人 驼 +m 瑟 . 


又 因为 B 记 一 BA+A 记 一 BX 二 地 AC,CE 一 CA+A 记 CA 二 十 A 译 ,所 以 
A0= 信 + 其 = BnFCE = 1 Bnch = 1 AB+nAC, 


A0 = E+ = Te ny A-nBZ = C+mAB. 


[Se 


由 二 A 让 +nAC 一 -3 们 AC+m A 让 ,可 得 


(32 )AB+ (ne)a =0. 


==0,n 一 -全 一 0。 由 此 可 以 解 出 m 一 一 言 。 又 由 
A 方 = 方 (A 下 十 AD) ,所 以 
A0= 3B+A) = 了 态 . 
所 以 O 在 AD 上 , 即 三 角形 的 三 中 线 交 于 点 0。 
关于 共 线 问题 ,可 以 类 似 地 用 向 量 法 解决 。 但 如 果 用 射影 几何 的 观点 来 解决 此 类 问题 
会 更 加 简单 ( 详 见 本 章 第 2 节 ) 。 


1.2 用 向 量 法 证 明生 直 ( 或 平行 ) 问题 


中 学 立体 几何 中 ,一 些 有 关 垂 直 的 问题 用 向 量 法 证 明 会 非常 简单 。 用 向 量 法 证 明 垂直 
或 平行 问题 ,主要 是 利用 向 量 的 内 积 ( 即 数量 积 ) 运 算 和 外 积 运算 ( 即 向 量 积 ) 中 两 个 重要 性 
质 来 实现 的 。 这 两 个 重要 性 质 就 是 ， 

两 向 量 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 内 积 为 0; 

两 向 量 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 外 积 为 0。 

1. 有 关 垂 直 问 题 举例 

例 2 线 面 垂直 判定 定理 的 向 量 证 法 。 

直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 : 如 归 二 一 条 直线 和 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 都 垂直 , 那 
么 这 条 直线 垂直 于 这 个 平面 。 

如 图 9-3 所 示 , 已 知 : 对 于 直线 m,n 与 平面 w, 有 mmCanmCaym 站 na 一 B, 且 1 Lnm。 

求证 : La。 i 

证 明 设 g 是 平面 a 内 的 任意 一 条 直线 ,又 设 直 线 1,m,n,g 上 分 别 有 非 零 向 量 ; 1,m， 
n,8, 在 平面 a 内 ,由 于 m,n 不 共 线 ,所 以 g 一 nm 十 jn, 其 中 4,uER。 

由 ?ma 2 可 得 1 m= 二 0,1* n= 二 0。 于 是 

1 8 一 1 m+nm) =AaAld. m)+u(l. n) 一 0， 

所 以 1Lg, 即 直线 /| g。 

由 于 g 是 平面 a 内 的 任意 一 条 直线 ,由 定义 知 ,! |a。 

例 3 如 图 9-4 所 示 , 已 知 四 葵 锥 PABCD 的 底面 ABCD 是 萎 形 ,自作 PAB = 
一 P4D。 用 向 量 法 证 明 平 面 PAC | 底面 ABCD， 


图 9-3 图 9-4 


证 明 ”因为 A 它 xA 记 是 平面 PAC 的 法 向 量 ,A 壤 XA 方 是 底面 ABCD 的 法 向 量 ,利用 混 
合 积 的 性 质 和 双重 外 积 展开 式 有 ER 
(AB x AD) . (AC x AP)= [(AB x AD) x AC]. AP 
= [CAB .AC) AD ~ AB. AC) AB] .AP 
= (AB . AC) AD . AP) — AD . AC) AB . AB). 
又 因为 AB. AC=|AB| . |AC|cos (AB,AC), 
AD . AP =| AD |.| AFP | cos(AD,AP), 
AB . AP =| AB |.| AP | cos (28 ,AF), 
AD . AC =| AD |.| AC | cos(AB ,AC), 
由 题 设 知 了 PAB 二 APAD,ABCD 又 是 菱形 ,所 以 
cos (AB ,AC) 一 cos( AD , AC), cos( AD, AP) 一 cos( AB ,AP), 
于 是 (ACXAP) . (ABXADP)=0, 所 以 CAEX AP) | (ABxA 户 ) , 即 
平面 PAC | 底面 ABCPD。 


2. 有 关 平 行 问题 举例 
关于 平行 的 问题 中 , 线 线 平行 只 需 证 两 线 的 方向 向 量 平行 ; 线 面 平行 只 需 证 线 的 方向 
向 量 与 平面 的 法 向 量 垂直 ; 面 面 平行 只 需 证 两 平面 的 法 向 量 平 行 。 而 两 向 量 平 行当 且 仅 当 
(1) 它们 的 外 积 为 零 向 量 ,(2) 它 们 线性 相关 ,《3) 它 们 的 对 应 坐标 成 比例 ,三 者 之 一 成 立 。 
例 4 如 图 9-5(a) 所 示 , 已 知 直 三 棱柱 A B:C; -ABC 中 ,Bl:C = ACi ,M,NN 分 别 是 
A1iB1,AB 的 中 点 ,求证 : 平面 AMC: /平面 NBiC。 
证 明 因为 直 三 棱柱 4,B:C,-4BC 的 底面 为 等 采 三 角形 , 且 M,N 分 别 是 底 边 4A, B,， 
AB 的 中 点 ,所 以 CMLAB CNTLAB。 因 此 可 取 点 NN 为 原点 建立 直角 坐标 系 如 图 9-5(b) 
所 示 。 依 题 意 得 各 坐标 如 下 : 
N(0,0,0), A(—a,0,0), C(O0,c,0), Bj(a,0,h), 
M(Os0sh), CilOscsh), AM = (a,0,h), 
MO = (0,c,0), NBi = (a0h), BE= (a,c,—h), 
车 设 平面 AMC, 与 平面 和 NB:C 的 法 向 量 分 别 为 n,n ; 则 有 


i 天 
nm = AMXMC = |a 0 hl= (一 过 0,ac)， 
0 c 0 
i jj kk 
一 -一 > > 
nz 一 NB, X BC 一 a 0 h = (—ch,0,ac), 
—a rc —h 


所 以 mi 与 mz 平行 ,由 此 得 : 平面 AMC: /平面 NBiC., 
点 评 用 向 量 法 解 题 时 ,也 可 以 利用 向 量 的 坐标 。 要 证 明 两 平面 平行 ,只 需 证 它们 的 法 向 量 
平行 , 即 证 法 向 量 对 应 的 坐标 成 比例 ;而 平面 的 法 向 量 可 用 该 平面 方位 向 量 的 向 量 积 来 表示 。 


1.3 有 关 夹 角 或 距离 问题 的 例子 


例 5 如 图 9-6 所 示 , 已 知 直线 /与 平面 a 内 的 三 条 共 点 直线 所 成 的 角 相 等 。 求 证 : /| a。 
证 明 设 平面 x 内 的 三 条 共 点 直线 分 别 为 a,b,c, 交 点 为 O。 依 题 意 并 由 数量 积 的 定义 
可 知 
lie.a=|1|.|al|cos0, 1.b=|1|.|b| cos0, I.c=|1|.|e | coso, 
其 中 a,b,c 分 别 为 同名 直线 对 应 的 方向 向 量 ,6 为 直线 i 与 三 直线 所 成 的 角 。 由 此 得 


__ va __lI:.b _ Iiec la_l:.b_liee 
OM Te a 
若 设 Uo ,bo sCo 分 别 为 asb,c 的 单位 向 量 , 上 式 可 化 为 
1 。a 一 上 。p, 一 | 。co。 (9-1) 


由 a,b,c 共 面 知 , 其 中 必 有 一 个 向 量 可 表示 为 其 余 两 个 的 线性 组 合 , 不 妨 设 co 二 Xao 十 
wbo, 且 1 十 pn 天 1( 否 则 co 一 ao 与 bo 一 co 共 线 ,与 题 设 条 件 矛 盾 ) , 则 


1 .co 一 1。 Cao 十 jbo) = 二 Xao 十 WL，bo (将 式 (9-1) 代 人 有 ) 
=XN*ctu' eo = Atle ceo, 
由 ) 十 pw 天 1 可 得 1， eo 二 0, 所 以 Lc。 
同 理 可 得 /za, /| 上 25, 于 是 得 /上 平面 n。 


9-6 图 9-7 


例 6 已 知 ABCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 ,E,F 分 别 是 AB,AD 的 中 点 ,GC 垂直 于 平面 
ABCD, 且 GC 二 2。 求 点 B 到 平面 GFE 的 距离 。 

”解法 1 以 点 C 为 原点 CD,CB,CG 所 在 直线 为 轴 建 立 空间 直角 坐标 系 ,如 图 9-7 所 
示 , 易 证 BD/ 平 面 GFE, 因 此 B 到 平面 GFE 的 距离 等 于 BD 与 AC 的 交点 O 到 平面 GFE 
的 距离 。 

过 O 作 OM | HG 于 M, 则 易 证 OM | 平面 GFE( 事 实 上 由 于 BD/EF,OM BD, 所 以 
OM EF), 所 以 OM 的 长 就 是 点 B 到 平面 GFE 的 距离 。 
依 题 意 可 得 有 (3,3,0) ,GC(0,0,2) ,OC2,2,0) ,于 是 
GHB = (3,3,—2), 60 = (2,2,—2), 
著 设 GM 二 XG 芋 (0<4 二 ]), 则 
OM = GM— 060 =- 1(3,3, 一 2) 一 (2,2, 一 2) = (31 一 2,314 一 2 一 2 十 2)， 
又 OM . G 下 = 0, 所 以 
3(314 一 2) 十 3(34 一 2) 一 2(2 十 2) 一 0， 


a 

解 之 得 4 一 林 , 故 O 必 一 (二 ,二 ,本 )' 所 以 1OM| - 皇 ' 色 点 B 到 平面 EFG 的 距离 
2 wW11 

11 


解法 2 若 建立 坐标 系 如 图 9-8 所 示 , 则 依 题 意 有 下 (4,2,0) ,已 (2,4,0),G(0,0,2) ,从 
而 G 关 一 (4,2 ,一 2) ,G 直 一 (2,4, 一 2) 。 若 设 平面 GEF 的 法 向 量 为 n, 则 
i j k 
4 2 一 2 
2 4 一 2 


一 (4,4,12) ee 4(1,1,3), 


A(4,4,0) E(2,4,0) 


其 单位 法 向 量 为 


因为 B= (0, 一 4,2) ,所 以 


Fe = 1 1 3 \ 一 4 
4= 且 m= 42 ( 讲 ' 讽 ' 讲 )= 尖 + 


4d 就 是 点 B 到 平面 EFG 的 距离 。 


1.4 有 关 面 积 .体积 问题 的 例子 


利用 向 量 法 求 面积 .体积 ,主要 是 利用 向 量 代数 中 的 两 个 公式 ， 


(1) AABC 的 面积 = 过 |14 记 XAC|. 


若 A,B,C 的 坐标 分 别 为 (za » YA) ?9 (zB ,YBp) (ec yc) , 则 人 ABC 的 面积 为 


XA ya 1 


六 1 妨 xAC1= 


Zc yc 1 


(2) 四 面体 ABCD 的 体积 = 二 | AB,AC,AD)| = 证 (BxAC) .AD. 


车 A,B,C,D 的 坐标 分 别 为 (za 3 了 A ， 24A) LA ,zp sD ,Zp) ; 则 四 面体 ABCD 的 体积 为 


TA YA 之 4 

-一 和 之 

二 | 天 ,本 1 三 二 中 
6 6 Tc yc ze 


Tp YDp zp 


对 平面 多 边 形 ,可 以 将 其 内 部 划分 为 若干 个 三 角形 ,利用 三 角形 的 面积 来 求 其 面积 。 由 
于 多 边 形 有 凸 ,四 之 分 ,还 可 能 有 空洞 (如 图 9-9 所 示 : 其 中 (a) 是 凸 多 边 形 ;(b) 是 凹 多 边 


1 
1 
le 
1 


形 ; 而 (c) 则 是 有 空洞 的 多 边 形 , 实 线 表示 多 边 形 的 边界 )。 这 就 发 生 两 个 问题 : 一 是 要 分 辩 
出 多 边 形 的 内 部 和 外 部 ; 二 是 如 何 划 分 三 角形 ,使 多 边 形 面积 可 以 表示 为 这 些 三 角形 面积 
之 和 。 这 需要 对 多 边 形 进行 判断 。 


(a) (9) 
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第 一 个 问题 比较 好 办 : 确定 一 个 方向 ,从 平面 上 点 了 沿 定 方向 的 射线 与 多 边 形 边 的 交 

点 个 数 ( 当 交点 恰 为 多 边 形 顶点 , 且 两 边 又 在 射线 同 侧 时 ,交点 算 两 个 ) 为 奇数 时 ,P 为 多 边 
形 的 内 部 点 。 所 有 内 部 点 的 集合 为 多 边 形 的 内 部 。 

| 第 二 个 问题 如 何 划分 成 三 角形 : 一 般 是 找 一 个 内 点 O, 使 其 与 各 顶点 相连 接 将 多 边 形 
内 部 划分 为 若干 个 三 角形 。 

若是 凸 多 边 形 ( 图 形 在 任意 边 所 在 直线 的 同一 侧 ) ,图 9-9(a) 问 题 较 简 单 。 只 需 在 其 内 
部 取 一 点 与 每 个 顶点 依次 相连 即 可 将 多 边 形 分 为 若干 个 三 角形 ,而 多 边 形 面积 就 是 这 些 三 
角形 面积 之 和 。 

若是 非 凸 多 边 形 (至 少 存在 一 条 边 ,使 图 形 在 该 边 所 在 直线 的 两 侧 。 如 图 9-9 中 (b)， 
(c) 所 示 ) ,问题 会 较 复杂 。 如 图 9-9 中 (c) ,无 论 怎样 取 点 与 顶点 相连 ,都 不 能 将 多 边 形 的 面 
积 表示 为 所 连 成 的 三 角形 (所 取 点 与 多 边 形 顶 点 构成 的 所 有 三 角形 ) 的 面积 之 和 。 其 原因 就 
是 三 角形 的 面积 总 是 正 值 。 

如 果 考 处 三 角形 的 有 向 面积 , 即 按 三 角形 顶点 的 顺序 , 逆 时 针 时 面积 为 正 , 顺 时 针 时 面 
积 为 负 , 则 不 论 多 边 形 是 哪 种 类 型 ,都 可 以 将 其 面积 表示 为 一 些 三 角形 有 向 面积 的 代数 和 。 

一 般 地 ,对 任意 n 边 形 A1A,…A,-1 A, ,车 选择 O 点 与 各 顶点 相连 得 若干 三 角形 ， 
人 0A1Ai, 人 OAsAs,…, 八 0A,-1A,, 作 0A.A1; 记 它 们 的 有 向 面积 分 别 为 : (OA4,A: )， 
(OA;, A, )，… 9 (OA,_1A.) , (OA.A.) , 则 多 边 形 4,A4:…A4， 4， 的 面积 等 于 所 有 三 角 形 有 向 
”面积 的 总 和 , 即 


Ss 边 形 一 2 (OA.A+1), 其 中 An = Al.。 
车 设 A， 的 爸 标 为 (zi ,yi;) ,i 二 1,2,…,n,O 〇 的 坐标 为 (zo;yo), 则 有 


Xo yo 1 


(OAAin) 一 


例 7 如 图 9-10, 多 边 形 A1A,A，A,AsAcAi( 其 中 As 与 A 重合 ) ,各 顶点 的 坐标 如 下 : 
A1(3,4), Azs(—1,—1), As(2,0), Ai(2,2), As(3,1), As(2,0), A (5,1), 
求 多 边 形 的 面积 S。 

解 ” 依 题 意 多 边 形 面 积 可 以 表示 为 

S =(0A1A,) 十 (Q4:4:) 十 … 十 (Q4,A4i:) 


0 0 1 0 0 1 0 0 1 
一 地 3 4 1+|I-1 -1 1l+|l2 0 1 
| 2 01| |221 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
ea ele 
3 十 . 汶 2 0 1 5 1 1| 3 4 1 
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对 于 空间 多 面体 可 以 按 类 似 的 方法 求 体积 ,不 过 问题 会 比 平面 复杂 得 多 ,计算 量 也 较 大 。 
从 上 述 例子 可 以 看 出 : 向 量 法 与 坐标 法 是 相通 的 ,两 种 方法 可 兼顾 使 用 。 一 般 来 说 , 定 
性 的 问题 ,用 向 量 法 直接 可 以 解决 ,而 定量 的 问题 则 通常 将 向 量 再 转换 为 坐标 计算 。 


2 仿 射 及 射影 几何 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 


2.1 仿 射 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 


在 初等 几何 中 ,大 量 的 命题 都 离 不 开 仿 射 性 质 ( 即 不 涉及 距离 .角度 等 度量 问题 的 性 
质 )。 利 用 仿 射 性 ,有 的 问题 可 以 变 得 非常 简单 。 

例 1 如 图 9-11(a) 所 示 , 平 行 四 边 形 ABCD 中 ,E, 下 分 别 是 DC, BC 的 中 点 ,连接 
AE,BE, 与 DF 分 别 交 于 P,Q 两 点 , 试 求人 EPQ 与 己 4BCD 的 面积 比 。 


图 9-11 


分 析 图 9-11 中 相关 性 质 皆 为 仿 射 不 变 人 性 质 , 所 以 AEPQ 与 己 4BCD 的 面积 之 比 为 
仿 射 不 变量 ,因此 可 利用 仿 射 变换 将 局 ABCD 变 为 正方 形 如 图 9-11(b) 来 证 明 。 

解 ” 设 正方 形 ABCD 面积 为 1(1 个 单位 ), 则 人 DEQ 的 面积 是 人 DCF 面积 的 三 分 之 
一 (由 五 ,下 分 别 是 DC,BC 边 的 中 点 可 得 人 ECQS2AFcQ, 且 APQE 与 人 EQC 的 面积 相等 )， 


因此 可 求 出 其 面积 为 南 ; 同 理 可 得 人 DEP 的 面积 是 和 ADE 面积 的 五 分 之 一 , 故 其 值 为 贡 , 由 
此 可 得 


SAgpa 一 SApEa 一 SApFp 12 20 30， 


所 以 Sara : Sumaco 一 站 。 
例 2 求生 加 五 十 落 一 1( 其 中 c 天 芒 所 围 成 图 形 的 面积 。 
解 ”利用 仿 射 变换 


A 
Xx 二 


R | 一 


0 


lz 
ae lo, 1| 
Ys Dp 
则 该 椭 贺 在 下 的 仿 射 像 为 图 Zz“ 十 ?一 1。 


设 梢 加 和 加 的 面积 分 别 为 S 和 S', 由 于 在 仿 射 变换 下 ,图 形 的 面积 比 莹 一 DD 保持 不 
变 , 故 


T: 


sr- 


S’ 
= 万 = xab。 _ 
点 评 由 上 述 例子 可 以 看 出 ,利用 仿 射 变换 证 明 几 何 题 时 ,主要 是 利用 了 图 形 的 仿 射 不 
变性 质 ,对 图 形 实施 适当 的 仿 射 变换 后 ,使 图 形 简化 ,其 证 明 过 程 就 变 得 非常 简单 了 。 
例 3 利用 仿 射 坐标 系 证 明 三 角形 的 三 中 线 交 于 一 点 。 且 交点 到 三 角形 顶点 的 距离 是 


它 到 对 边 中 点 距离 的 2 倍 。 


分 析 ”此 题 前 面 已 经 用 向 量 法 证 明 过 ,在 此 利用 
仿 射 坐标 系 进行 证 明 , 并 比较 一 下 不 同 证 明 方法 的 优 
缺点 。 

证 明 设 入 ABC 的 三 边 中 点 分 别 为 D,E,F, 以 也. 
为 原点 ,F,D 分 别 为 =x,y 轴 上 的 单位 点 建立 仿 射 坐标 
系 , 如 图 9-12 所 示 , 则 有 B(0,0),F(1,0),D(0,1)， 
A(0,2) ,E(1,1)。 依 题 意 可 得 直线 方程 分 别 为 

直线 AF, y= 一 2x 十 2; 

直线 BE. y=z; 


直线 CD， y 一 一 廊 z 十 1。 


于 是 得 直线 AF 与 直线 BE 的 交点 坐标 为 (全 ,全 ) 。 


同 理 可 得 ,直线 CD 与 直线 BE 的 交点 坐标 也 是 (也 ,也 )。 


因此 AF,BE,CD 三 线 共 点 G, 且 该 交点 到 三 角形 顶点 的 距离 是 它 到 对 边 中 点 距离 的 2 售 。 
点 评 本 例 的 证 明 方 法 与 向 量 法 相 比 ,可 见 此 处 的 方法 更 为 简单 ,更 容易 掌握 。 


2.2 射影 方法 在 中 学 几何 中 的 应 用 


有 一 些 几何 问题 ,用 初等 方法 较 难 , 但 车 用 射影 的 观点 来 看 ,就 一 和 目 了 然 了 。 但 由 于 中 
学 没有 学 习 射 影 几 何 , 故 不 宜 直 接 用 射影 几何 定理 。 但 作为 中 学 数学 教师 ,应 该 学 会 用 射影 
观点 来 研究 几何 问题 。 | 

首先 , 按 射影 几何 的 “对 偶 原 理 ”, 射 影 命题 一 定 是 成 对 的 , 且 同 真 假 。 因 此 利用 原 有 命 
题 可 以 发 现 一 些 几 何 结论 ,如 已 有 的 定理 的 对 偶 命 题 ; 其 次 ,可 以 将 某 些 定理 加 以 推广 ,如 
关于 圆 的 某 些 相关 结论 ,对 椭圆 也 是 成 立 的 。 关 于 二 次 曲线 的 某 些 相关 定理 ,对 其 退化 情况 
(直线 形 ) 也 成 立 。 

例如 , ( 德 萨 格 定理 ) 若 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 , 则 它们 的 三 组 对 应 边 的 交 
点 共 线 。 

它 的 对 偶 命 题 ( 也 是 其 逆 命 题 ) 是 : 若 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 它们 对 应 顶点 
的 连 线 共 点 。 

又 如 ,( 帕 普 斯 定理 ) 圆 锥 曲线 的 内 接 六 边 形 (可 以 自 交 ) 的 三 对 对 边 的 交点 必 共 线 。 它 
的 对 偶 定 理 是 :《 布 利安 桑 定理 ) 圆 锥 曲线 的 外 切 六 边 形 的 三 对 顶点 的 连 线 必 共 点 (或 互相 
平行 一 一 共 无 穷 远 点 ) 。 

下 面 是 用 射影 方法 证 明 中 学 几何 问题 举例 。 

前 面 已 经 用 向 量 法 证 明了 三 角形 的 中 线 定理 。 下 面 我 们 将 看 到 ,用 射影 法 来 证 明 此 定 


理会 更 简单 。 
例 4 如 图 9-13 所 示 ; 设 三 角形 ABC 的 三 条 边 上 的 中 点 分 别 为 D,E, 下 ,用 射影 方法 


证 明 三 角形 的 三 条 中 线 AD,BE,CF 共 点 。 

证 明 ”由 三 角形 中 位 线 的 性 质 有 EF// BC, DE// AB,DF// AC, 即 EF 与 BC、DE 与 
AB .DF 与 AC 分 别 交 于 无 穷 远 点 Q。 ,R. ,Ps , 即 三 点 形 DEF 与 ABC 的 三 对 对 应 边 交点 
共 无 穷 远 直线 ,由 德 萨 格 定理 可 知 ,它们 的 对 应 顶点 的 三 条 连 线 AD,BE,CF 必 共 点 。 

例 5 如 图 9-14, 设 工 ,IT 和 1 分别 是 八 ABC 的 三 内 角 人 人 A, 了 B,C 的 旁 切 泣 的 图 
心 ,而 且 LINCB=Ai,LINCA=B ,LLNBA=C,., 
求证 : A ,B,C 三 点 共 线 。 


,CO 


五 


图 9-14 


证 明 因 Al ,BT 和 CT 相交 于 一 点 1,T 是 八 ABC 的 内 心 , 即 三 点 形 ABC 和 三 点 形 
了 LT 对 应 顶点 连 线 共 点 ,由 德 萨 格 定理 可 知 其 对 应 边 的 交点 必 共 线 , 即 4A,, B, ,Ci 三 点 


共 线 。 
例 6 如 图 9-15 所 示 , 在 A4BC 中 ,一 BAC 的 内 、 外 角 平 分 线 AM,AN 分 别 交 BC 于 


、，BM_BN 
点 M,N。 求证， MC CN 


证 明 设 直 线 AB,AC,AM,AN 分 别 为 a,5,c,d, 则 依 题 意 得 它们 的 交 比 为 


_ sin A/(asc)sin Abd) _ 
(ob sid Lc)sin 一 aa) 1 


由 定理 可 得 (ab,cd) 二 (BC,MN) ,所 以 


By CN -_ 1， 即 EMd BN 


CM。BN MC CN° 

点 评 上 面 的 例 4、 例 5 中 用 到 了 德 萨 格 定理 , 例 6 则 应 用 了 调和 共 邢 的 有 关 结 论 。 总 
的 来 说 ,从 这 些 例子 可 以 看 出 ,利用 射影 方法 证 明 几 何 问 题 主要 是 利用 相关 的 射影 性 质 ,其 
特点 是 ,证 明 过 程 都 非常 简单 .明晰 。 


(BC,MN) = 
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1. 试用 向 量 方法 证 明 三 角 公 式 中 的 正弦 定理 和 余弦 定理 。 

2. 设 E 是 人 AOB 的 平分 线 上 一 点 ,C,D 分 别 在 角 的 两 边 0A ,OB 上 , 且 AD/ EB， 
BC/EA。 求证: AC 二 BD。 

3. 如 图 9-16 所 示 , 设 O 为 锐角 三 角形 ABC 的 外 心 ,车 AO, BO, CO 分 别 交 对 边 于 工 ， 


M,N,R 为 @O 的 半径 ,用 向 量 法 证 明 , 亲 十 Bi7 十 一 吕 。 

4. 用 向 量 法 证 明 : 车 四 面体 的 两 条 高 共 面 , 则 连接 这 两 条 高 所 含 顶 点 的 楼 垂直 于 此 四 
面体 内 和 它 相对 的 村。 

5. 利用 仿 射 坐标 系 证 明 : 梯形 两 厦 延 长 线 的 交点 、 两 底 的 中 点 ,两 条 对 角 线 的 交点 四 
点 共 线 。( 提 示 ， 以 两 腰 交 点 为 原点 ,两 腰 所 在 直线 为 轴 建 立 仿 射 坐标 系 ) 

6. 利用 仿 射 变换 证 明 任意 三 角形 的 三 条 中 线 所 分 成 的 六 个 小 三 角形 面积 相等 。 

7. 如 图 9-17 所 示 , 四 面体 ABCD 中 ,点 X 在 BC 上 ,一 直线 通过 X 且 分 别 交 AB,AC 
于 P,Q, 另 一 直线 过 义 且 分 别 交 DB,DC 于 RR,S。 求 证, PR,QS,AD 三 线 共 点 。( 提 示 
利用 射影 几何 方法 ) 
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8. 如 图 9-18 所 示 : 点 C,D 内 分 、 外 分 线段 AB 使 成 等 比 , 即 人 5 一 和 ,点 已 为 AB 外 


一 点 , 且 BRD= 求证 : PC 和 PD 平分 ~APB 及 其 外 角 。 (提示 : 利用 射影 对 应 及 调 
和 共 思 性 ) 
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